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0. Séries entiéres

Rayon de convergence

1 * Yo

Que dire du rayon de convergence R de la série entiére
> anz™ dans chacun des cas suivants ?

1. (a,) est nulle a partir d'un certain rang.
2. a, — 0.
n— 400
3.a, — £=0.
n—-+aoo
4. (|an|) diverge vers +co.

2 ) BARA¢

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres sui-
vantes.

1. Z% 6. Z (n— [\/ﬁjz) x".
2. Zch(n)x”. 7. Zx”z.
3. zcos(n)x”. (—1)"x"

n" S'Zn(n—i—l)'

9. t X",

. Z sh(n) o, Zarc an(n®)x

(ch(n))?
3 K 30

Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence
R; > 0. Pour tout ne N, on pose

an
1+ |anl
On s'intéresse a la série entiére Y b,z", dont on note R le
rayon de convergence.

by =

1. Comparer |ay| et |b,| pour tout ne N. En déduire que
Rp = max(1, Ry).
2. Montrer que R, = max(1, R,).

On pourra distinguer les cas R, = 1, et Rp > 1.

4 * Kk
1. Montrer que pour toute série Y uy, a termes positifs telle
que /u, e @
— si g <1, alors 3] u, converge,
— si g > 1, alors Y] u, diverge.

2. Soit >} a,z" une série entiére telle que

Vla| — £

n—-+0o0

Montrer que le rayon de convergence de Y. a,z" est %

5 % % ¥ Montrer que pour tout o € R, les séries

entiéres
Zanz” et Zn"‘anz”

ont méme rayon de convergence.

6 %% v Soit > a,z" une série entiére de rayon de
convergence R > 0. Déterminer le rayon de convergence des
séries entiéres suivantes.

1. Zanzk", pour k € N*.
2. Za%z”.

a
3. Zn—';z”.

7 | %k ¥y Déterminer le rayon de convergence de la série

entiere
Z 7.(_«/H(nJrl)XQn.

8 | %k vy Coefficients périodiques.
Soient p € N* et (a,)nen Une suite p-périodique non nulle.

1. Déterminer le rayon de convergence de > a,z".

2. Montrer que la somme peut s'écrire comme quotient de
deux fonctions polynomiales.

Etude de la somme

9 * Y¢ ¥ On considére la fonction

0 /g 1
f:z— — —sin—|z"
z Z (n sin n) z
n=1
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. La fonction f est-elle continue sur son domaine de dé-
finition ?

10 * ¥¢ ¥ On considére la fonction réelle

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
Xﬂ
2
2. Déterminer le domaine de définition de f et étudier sa
continuité.

3. Déterminer lim f(x).

x—1
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11 %% ¥¢ On considére la fonction réelle définie par :

1. Préciser le domaine de définition de f et justifier que f
est continue sur son domaine de définition.

2. Etudier la dérivabilité de f et déterminer une équation
différentielle dont f est solution.

12| %% v¢ On considére la fonction réelle définie par :

+OOXn
e 52
n:O\/ﬁ

1. Déterminer I'intervalle de définition / de f, et étudier la
dérivabilité de f.
2. Déterminer la limite de f en 1™.

3. Pour x € [, écrire (1—x)f’(x) sous la forme d'une série,
et en déduire le signe de ' sur /.

Calcul de sommes de séries entiéres

13 % Y Y¢ On considére la fonction réelle

01y
fixe— ;ngn—)l)xn'
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Exprimer la fonction f a I'aide de fonctions usuelles sur
1-11[.
3. Calculer f(—1) et f(1).

14 % Y¢%  Déterminer le rayon de convergence
des séries suivantes, calculer leur somme sur l'intervalle de
convergence, et étudier la convergence aux bornes de I'inter-
valle s'il y a lieu.

LY 2+ (=1)")x". 5. ) ch(n)x".
n=0 n=0
n
2. Z nx". 6 Z X
n>1 (2m)!
n=0
3. Z(n+3)2x”. NG
n=0 7. Z .
20 = 2n+1
4.
2n—1
n=1

15 % Yc ¥  Pour tout n e N, on pose

(_1)an

n+1

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions

>

2. Expliciter sa somme

fr i X —

3. Etudier la convergence normale et uniforme de la série
de fonctions Y’ f,.

16 %k ¥c Déterminer le rayon de convergence et la
somme de la série entiére
2n

X
It

n=0

17| %% ¥¢ Pour tout n e N*, on pose

ap = J4 tan”(t)dt
0

Etudier la monotonie de la suite (a,), et montrer que
(an) converge vers une limite qu'on précisera.

=

N

. Pour tout n e N*, déterminer une relation entre a,,, et
an. En déduire un équivalent de a,.

3. Soit o € R. Pour tout n € N*, on note
a

n
f i x+—> —x"
(o]

Déterminer la nature de la série Y f,(x) en fonction de
x et a.

N

. Expliciter la somme de la série entiére Y, a,x" a l'aide
n=1

de fonctions usuelles.

18 X Yo Identité binomiale.
Soit k € N. Montrer que pour tout x €] — 1, 1],

1 & (n+k\ ,
(1—x>k+1=n2_0< n )X'

19 %% 3¢ On pose, pour tout n e N*,

1. Etudier la convergence simple de la série Y f,.

2. On note S la somme de la série, et D son domaine de
définition.
a. Etudier la convergence normale, puis uniforme de la

série sur D.

b. La fonction S est-elle continue sur D7

Développement en série entiére

20 * Y Y¢ Déterminer le développement en série en-
tiere en 0 de la fonction f dans chacun des cas suivants.

1L f:x—In(x? + 4x + 3).

2. fix—>In(x®2+x+1).

3 fFixon(1+ —2
e 1+x2)
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21 * Ycyr Soient f : [~1,1] — R une fonction de
classe €*. On suppose qu'il existe K = 0 tel que
VneN, |[f"],<Kn!

Montrer que f est développable en série entiére au voisinage
de 0.

22 % % v¢ On considére I'équation différentielle

x(x=1)y"+3xy'+y =0 (E)

1. Déterminer toutes les solutions de (E£) développables en
séries entiére sur un voisinage de 0. Expliciter la somme
des séries entiéres obtenues.

2. (5/2) Les solutions de (E) sur |0, 1] sont-elles toutes
les restrictions d'une fonction développable en série en-
tieresur | —1,1[7

23 Y%k Y Fonctions absolument monotones.

Soient R > 0 et une fonction f :] — R, R[— R de classe ¥*
sur | — r, r[ telle que pour tout ne N,

Vx e [0,r[, f™(x)=0.

Montrer la convergence simple sur | — R, R[ de la série de

fonctions -
f n
Z (O)Xn
n!

24 % % v¢ DSE par équation différentielle.

On considére la fonction f définie sur | — 1, 1] par

arcsin x
V1—x2

1. Justifier I'existence d'une suite (an),y telle que

fix—

+o0
Vxe]l—-1,1, f(x)= Z apx>tL,
n=0

2. Déterminer une équation différentielle d'ordre 1 dont f
est solution, et en déduire a, pour tout ne€ N.

25 %k ¥r Développer en série entiére au voisinage de 0

la fonction
foxm—>A/x+41+x2

On pourra commencer par trouver une équation différentielle
du second ordre dont f est solution.




