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8. Intégration sur un intervalle quelconque
Intégration sur un segment ) ! cost dt f*oo sht
o At o tch t
1 % veve  Calculer les intégrales suivantes. +0 gin ¢ 1
2. ——dt 6.
. _[) t\/t JO arcsin t
J‘ sin x 5 f 2x—1 dx. TP sin t L (140
3 cos3 x 0o X2+ x+1 3. , 2 d 7. tﬁl—t dt
* cos® xsin? x dx. . 5 dx. = _
. o (1+x2)2 4, .[0 of dt 8. J Vi2+1 t)*dt
1 1
3x+7 f
dx 7. V1 —x2dx.
f x2+5x+6 0 6 K %¥c  Montrer que les intégrales suivantes
Ox + 2 o 1 ] convergent et déterminer leur valeur.
. —dx
j X2+ 4x + 4 L VexX+1 o dt
1 fedes f g [ 2
\/1—u2 1 V1412
2 % Yryw Montrer que N e J ot gt . jl In(1 — x?) dx.
n —0 0 X2
Z 28 o [t
k=1 n—teo 3 o Vet+ 1
3 % Y¢ ¥ Déterminer les limites suivantes.
N ) 7 % %% En fonction de o € R, étudier la conver-
1. lim 2 ) gence des intégrales suivantes.
n—+o = n+ 3k . .
h Int Int
S T o -1 a:
n—+0 = 4/n? 4 2kn
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K Y<¥e  Intégrales de Wallis.
On considere la suite (/,),>o définie par :

g
VneN, I, = J (cost)™dt.
0
1. Calculer Ig, 11 et .
2. a. Etudier la monotonie puis la convergence de la suite
(/n)neN'
b. Montrer que pour tout n€ N,
/n+2 = (n + l) (/n - /n+2) .
c. En déduire que pour tout ne N,
2m!
(27n!)

T 2nn1)?
35 et lpp1 = (( )

I = L
2 2n +1)!

Intégrales généralisées

5 % ¢3¢ Etudier la convergence des intégrales
suivantes en fonction des éventuels paramétres (réels) :

8 %K% Soit neN.

1. Pour quels complexes z la fonction f, : t +— t"e?t est-
elle intégrable sur [0, +oo[ ?

2. Pour ces valeurs de z et pour tout n e N, calculer

+0
I, = J t"e?t dt.
0

9 | Y k¥

1. Aprés avoir montré sa convergence, calculer I'intégrale

T Int
f SLLI
o 141t

2. Montrer que pour tout a > 0,

f*“o Int mlna
o a+t2 2 a’

10 * kY  Primitives bornées.

Soit f : R — R continue telle que f
que toute primitive de f est bornée.

f converge. Montrer

11 *vcyve Soit f e €(/,R) d'intégrale convergente
sur l'intervalle /.
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1. Montrer que si f est de signe constant sur /, alors

flf(t)dt - Jl|f(t)|dt.

2. Montrer que la réciproque est vraie.

12 * veyve Soit f e €([1, +oo[, R) d'intégrale conver-
gente sur [1, +oo[. Montrer la convergence de

f”“”dt.

t

13| Y% ¥r Intégrales de Fresnel.

Montrer la convergence des intégrales :

+0 +oo
J cos(t?)dt et J sin(t?) dt.

0 0
14 % % ¥r Soit f une fonction continue, intégrable,
positive et décroissante sur R.. Montrer que
fix) = of(}).
( ) X—>+00 (X)

15| %% ¥¢ Montrer que la fonction

JXZ dt
©:X— —
. Int

définie sur R* \{1} se prolonge en une fonction de classe €
sur R,

16 % % Y¢ Transformée de Laplace.
Soit f € €([0, o[, R) telle que f;roo f(t) dt converge. Mon-
trer :
+o0
Vs > 0, f f(t)e *t dt converge.
0
17 %k Y  Inégalité de Hardy.

Soit f : [0, +o0[— R une fonction continue telle que 2 est
intégrable sur [0, +oo[. Pour tout x €]0, +[, on pose

1. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.
2. Montrer que pour tout A € [0, +o0],

A A
J g (x)dx < 2J f(x)g(x) dx.

0 0
3. Montrer que g2 est intégrable sur 0, +oof, et

+00 +00
f g (x)dx < 4] £2(x) dx.
0 0

4. Montrer que fg est intégrable sur ]0, +oo[, et

+o0 +00
J F*(x)dx = QJ f(x)g(x) dx.

0 0

18 * 7 ve  Soit x € RY.

y
1. Déterminer un équivalent en 0 de f t*le tdt.
0

+00

2. Déterminer un équivalent en +oo de J t*~le~tdt.

y
On pourra commencer par une intégration par parties.

19| % %3¢ Equivalent du reste de I'intégrale de Gauss.

Déterminer une équivalent lorsque x — +oo de

+oo
j et dt.
X

On pourra commencer par une intégration par parties.

20 %% ¥c  On considére la fonction

1. Montrer que f est bien définie et dérivable sur R .
2. Montrer que f(x) ~ T Inx.

X—>
3. Montrer que f est intégrable sur R%, et que

+o0 +00
J f(x)dx=J X dx.

0 0 X
Convergence dominée
21 Yok ¥ Pour tout ne N, on pose

+00 1
I, = ———dt.
" L 1+ 2+ tret

Montrer que [/, est bien défini pour tout n € N, et calculer

lim /.
n—+ao0
22 * ¥ Soit a > 0. Pour tout n e N*, on pose
+o0 —nt
te
I, = —dt.
0 V14t
1. Justifier I'existence de /,, pour tout n € N*, et détermi-
ner lim /,.

n—+00
2. Déterminer un équivalent simple de /,, lorsque n — +o0.

23 % vrw  Soit f : Ry — R une fonction continue et
bornée. Pour tout n € N*, on pose

+00
I, = J e_”t@ dt.
0 Vit
1. Pour tout n e N*, justifier I'existence de /,,.
2. On suppose f(0) = 0. Déterminer un équivalent simple
de /, lorsque n — +o0.

On rappelle I'intégrale de Gauss : ffz e dx = /7.

24 % % ¥ Dans chacun des cas suivants, justifier
I'existence de /, pour tout n € N*, et déterminer Iirr /.
n——+0o0
1 s
1+ nx 7
1. —_ n
L (11 %) 3. L tan"(x) dx.
tO pin(14+ L t%  psin X
1 VX o x(1+x?)



