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8. Intégration sur un intervalle quelconque
Intégration sur un segment Intégrales généralisées
1 % Y< v Calculer les intégrales suivantes. 5 % ¥ Etudier la convergence des intégrales
suivantes en fonction des éventuels paramétres (réels) :
1
sin x 2x—1 1 T
f 5. f ——dx cost sht
3 x 2 5. dt
o cos3x 01x+x+1 0 \/fdt L tcht
1 400 1
2. f cos® xsin? x dx. 6. J- 5 dx. sint J dt
0 o1 (1+x2) 2. 0 tﬁdt o o arcsint
1
j _xET 7| ViR X FOC sint . . f (Lt
X% +bx+6 0 : 0 2 : 0 fﬁ(l—t)'y
J 2x +2 g J'l dx +00 43 +00
X2 +4x +4 o Vel 4-_[) gdt S-JO (V2 +1—1t)*dt

2 | %% ¥¢ Montrer que

d 2 s
2 Vk ~ Zn:
e n——+0o0 3

3 % Y¢¥¢ Déterminer les limites suivantes.

n
1
1. i )
ML Ve

2. lim

n
1
n—>+o /;1 Vn? +2kn’

In2
. 2

IS

* Yevc  Intégrales de Wallis.
On considere la suite (/,),~o définie par :

s

VneN, I, = J-2 (cost)"dt.
0

1. Calculer Iy, 11 et I>.

2. a. Etudier la monotonie puis la convergence de la suite
(/n)neN'
b. Montrer que pour tout ne N,

/n+2 = (I’) + 1) (/n - /n+2) .
c. En déduire que pour tout ne N,

(2n)!

= a2

T et |/ = 7(2%!)2
2 T 2+ )

On appelle f la fonction qu’on intégre.

On rappelle (et on utilise par la suite) le fait que les notions
d'intégrabilité et d'intégrale convergente sont les mémes
lorsque les fonctions sont positives (ou négatives) au voi-
sinage du point que I'on considére.

L'idée est de donner un intervalle le plus grand possible ol
f est continue : si on a continuité de f jusqu’a une borne
incluse de cette intervalle, f est intégrable au voisinage de
cette borne. Au voisinage des éventuelles bornes ouvertes,
on fait des études locales et on utilise le théoréme de compa-
raison combiné avec les résultats de convergence/divergence
des intégrales de Riemann.

1. f est continue sur ]0, 1]. Au voisinage de 0, f(t) ~ %
donc d'apreés le théoreme de comparaison a une intégrale

de Riemann, f(l) f converge.
2. f est continue sur |0, +oo[.

— Au voisinage de 0, f(t) ~ donc f est inté-

grable.

&=

— Au voisinage de +oo, f(t) = o (t3/2) donc f est
intégrable.
Ainsi, f;roo f converge.

3. f est continue sur ]0, +oo[. Au voisinage de 0, on a

f(t) ~ % donc d'aprés le théoréme de comparaison,
+oo o
fo f diverge.

4. f est continue sur [0, +oo[. Au voisinage de +00, on a
f(t) = o (%) (croissances comparées) donc d'apres le
théoréme de comparaison, fo f converge.

5. f est continue sur ]0, +oo[. Au voisinage de 0, f(t) ~ 1

donc f est prolongeable par continuité donc intégrable.
Au voisinage de +o0, f(t) ~ %72 = 1, donc f n'est pas
intégrable au voisinage de +oo.

Conclusion : f n’est pas intégrable au voisinage de +00.
N.B. Il n'est pas utile de faire I'étude au voisinage de O

pour conclure.

6. f est continue sur ]0, 1]. Au voisinage de 0, arcsint ~ t
(Taylor-Young) donc f(t) ~ % donc fé f diverge.
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7. f est continue sur ]0, 1[. Au voisinage de 0, f(t) ~ %
donc f est intégrable si et seulement si 3 < 1. Au voi-
sinage de 1, f(t) ~ (1 donc f est intégrable si et
seulement si v < 1.

Ainsi, f est intégrable si et seulementsi < 1 ety < 1.

t)Y

8. f est continue sur [0, +oo[. Au voisinage de +0,

1
1)\? 1 1
2yl1=t(1+=) =t(1+=
VET1 t< +t2> ( +2t2+o(t2)>

t+i+o !
2t t
donc

F(t) = (21t "o (1))‘1 - zalta(l +o(1)" ~ 2a1ta

. . . a 2 +00
qui est intégrable si et seulement si o > 1, donc fo f
converge si et seulement si o > 1.

6 %okyr  Montrer que les intégrales suivantes
convergent et déterminer leur valeur.
1. Yetesk J g [l
\/1%2 Vi
1 2
2. *m&f et~ dt. 5 J In(=x2)
—00 0 X2
+00 dt
3. e ——
o Vet+1
1. On a pour tout x € [0, 1],
f $du = [arcsinu]y = arcsinx
0 ’\/1—U2 B o

Comme arcsin x = Z. l'intégrale converge et vaut 7.
X—>

2. On posera u = e'.

3. Comme la fonction t — et + 1 est de classe €* et stric-
tement croissante sur [0, +00[, nous pouvons effectuer
le changement de variable x = /et + 1. Ceci équivaut
at=In(x>—1). On est alors ramené a l'intégrale

J“O 2x dx _2J+°° dx
v x(x2=1) T )5 x2-1

Cette derniere intégrale converge par comparaison a une
intégrale de Riemann. On en déduit que l'intégrale re-
cherchée converge, et vaut

e 7 1 x—11""
— dx = In
V3 x—1 x+1 X+ 1 V3
= 2In(1++?2).
4. On a recours au changement de variable t = tanx.
Comme tan est de classe € et strictement croissante

sur [, 5[, ce changement de variable est licite. On est
alors ramené a l'intégrale

(SE]

f \/1+tan x . J 1
tan2 x N x cos x tan? x

2 Cos X
= —— dx.
T sin®x

[SE]

Oronaf2 C,OSX dx = [—i] — V2 -1,
7

z sin® x sinx |«

5. On remarque d'abord que l'intégrale converge bien :
f(x) — —1 quand x — 0, et f est intégrable en 1
car In I'est en 0.

On procéde par IPP sur un intervalle [0, a] avec a < 1.
Ona

I = [—%In(l—xQ)]:—QLa%dx
*é'”(1*32)’f()(1ix 11 )dx
= In(l—a)(l—é) In1+a( >

— —2In2,

a—1

car (a—1)In(1—a) — 0 lorsque a — 1. L'intégrale vaut
donc —21In2.

Pour éviter de travailler avec une somme d’intégrales
divergentes, on peut choisir une primitive qui s'annule
en 1 dans I'lPP : x — —% + 1.

7 % % ¥ En fonction de o € R, étudier la conver-
gence des intégrales suivantes.

L oy
1. f _nt g J n—tdt
0o (1—1t)™

1. f est continue sur 10, 1[. Au voisinage de 0, on a
f(t)~Int = o( -) donc f est intégrable. Pour I'étude
au voisinage de 1 posons u=1—t:ona

In(1—u) -1
u®  u—0 ye—l

F(t) =

On en déduit qu'au voisinage de 1, f est intégrable si et
seulement sia — 1 < 1 ou encore o < 2.
Bilan : Sé f converge si et seulement si a < 2.

2. f est continue sur ]0, 1].

— Sia > 1, au voisinage de 0

1
f(t)y=— _Int
tO( A,—/
——w
t—0
donc & = o(f(t)) et donc d'aprés le théoréme de
comparaison, S; f diverge.

— Sia <1 :soit B €]a, 1], au voisinage de 0

(0 = 5 = 5 €t = o)

—0
t—0

) N P q 1
D'aprés le théoréme de comparaison, §,f
converge.

8 % %% Soit neN.

1. Pour quels complexes z la fonction f, : t — t"e?t est-
elle intégrable sur [0, +oo[ ?
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2. Pour ces valeurs de z et pour tout n e N, calculer

+00
Iy :J t"e?t dt.
0

Pour tout n € N, f, est continue sur [0, +0o[ et pour tout
t =0, |f(t)] = t" exp(Re zt).
e si Rez < 0, les croissances comparées garantissent que
fa(t) = o) donc par le théoréme de comparaison, f,
est intégrable.

e siRez =0, pour tout t € Ry,
pas intégrable sur R.

fa(t)| = t" donc f, n'est

e si Rez > 0, |f(t)] » +o lorsque t — +oo donc f,
n'est pas intégrable sur R .

Bilan f, est intégrable sur R4 si et seulement si Rez < 0.

Soient z € C tel que Rez < 0, n>1et T > 0. On intégre
par parties sur l'intervalle [0, T] :

T T ezt ezt T
f t"e*tdt = —f nt"tE—dt + [t”—]
0 0 Z 4 0

T n T ezT
J t"etht=—7J "ttt dt+ T —
0 Z Jo 4

—

In In—1 T~>+w0

— —
Tt T+

En passant a la limite T — +o00 on obtient

V=1, Ip=—"ly
z
On calcule lp = —é et par une simple récurrence, n € N,
n
—k (=1)"n! (—=1)"**n!
" (ﬂ z) o=l =""m

des bornes atteintes, f est continue donc bornée sur le seg-
ment [a, b]. Par conséquent, f est bornée sur R.

11 * Ye¥r Soit f e €(/,R) d'intégrale convergente
sur 'intervalle /.

1. Montrer que si f est de signe constant sur /, alors

Jlf(t)dt’ - f/\f(mdt.

2. Montrer que la réciproque est vraie.

1. Immédiat en distinguant les deux cas f > 0 et f < 0.

2. Si f/ F = f, |f| alors la fonction |f| — f est positive,
continue et d'intégrale nulle, donc nulle.

Si ff, = f, |f] alors la fonction |f| + f est positive,
continue et d'intégrale nulle, donc nulle.

Dans les deux cas, f est de signe constant.

Notons que le résultat serait faux en supposant f seule-
ment continue par morceaux car dans ce cas, on pourrait
changer arbitrairement la valeur de f en un point sans
changer la valeur de I'intégrale.

9 | Yk ¢

1. Aprés avoir montré sa convergence, calculer I'intégrale

TO nt
J S
o 1+t

2. Montrer que pour tout a > 0,
T nt 7 lna
Soadt=5—.
o a +t 2 a

10 K% Y¢  Primitives bornées.

Soit f : R — R continue telle que ffi f converge. Montrer
que toute primitive de f est bornée.

Soit F une primitive de f sur R (qui existe car f est continue).
Comme f;roo f converge, on a

X +00
F(x)—F(O):f f(t)dt — f(t)dt
0 Xx—+00 o
Ainsi, F admet une limite finie en +00. De méme, comme
f(ioo f converge, £ admet une limite en —oo0.
Par conséquent, F est bornée sur un voisinage [b, +o0[ de
+00, et sur un voisinage | — o, a] de —oo. Par le théoréeme

12 * Yoy Soit f e €([1, +oof, R) d'intégrale conver-
gente sur [1, +oo[. Montrer la convergence de

1

Notons F : x +—> f: f une primitive de f. Comme f est d'in-
tégrale convergente, F a une limite finie en +00 donc est
bornée sur un voisinage [a, +oo[ de +0, ot a = 1. Comme
F est continue, elle est bornée sur le segment [1, a] donc F
est bornée.

Soit x > 1, on intégre par parties sur le segment [1, x] :

f @dt = —f F(t) (_t—zl) dt + [%F(t)]j.

Comme F est bornée, % = O(%) est intégrable au voi-

sinage de +oo d'apres le théoreme de comparaison. Comme
F est bornée, le crochet admet également une limite lorsque

X — +00.
On en déduit que f; Lf)dt a une limite lorsque x — 400

donc f;roo Ltt) dt converge.

13| % % ¥ Intégrales de Fresnel.

Montrer la convergence des intégrales :

+00 +©
J cos(t?)dt et J sin(t?) dt.

0 0
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On peut procéder par IPP : pour tous a, b € R, 2. Montrer que pour tout A€ [0, +oof,
A A
b b 2
1
J cos(t’)dt = f 572t cos(t?) dt fo g°(x)dx < 2 L f(x)g(x) dx.
~ [sin()]° N b sin(t?) - 3. Montrer que g2 est intégrable sur |0, +oof, et
B 2t |, ), 22 T
40 ) +0 5
. x)dx < 4 f<(x)dx.
Ona% — Oet@—»O.Parailleurs, fo g (x) L ()
b—+0 a—0
in(t2 . .
f;oo : t(zt ) dt est absolument convergente. 4. Montrer que fg est intégrable sur |0, +oof, et
On en déduit donc que I'intégrale de Fresnel converge. Too too
; ; I 2(x)dx = 2 f(x)g(x) dx
N.B. : on obtient un nouvel exemple de fonction dont I'inté- o 9 0 9 :
grale converge en +0o0, mais qui ne tend pas vers 0 en +c0.
18 * Y Soit x e R* .
14 % % ¥r Soit f une fonction continue, intégrable, *
positive et décroissante sur R.. Montrer que y
X 1. Déterminer un équivalent en 0 de J t*~lte~tdt.
f — 1 0
(X) X—>+00 (X)
+00
2. Déterminer un équivalent en +oo de J t*~le~tdt.
2X y
Indication. Déterminer lim J f(t)dt. On pourra commencer par une intégration par parties.
X—>+0w0 J

Par intégrabilité de f, on a pour tout x € R4, 1. Ona
et ~ !
2X +00 +00 X t—0
§ f(t)dt < L f(t)dt = L f— . f P 0. Comme on sait que f;oo t*“le~tdt converge, on a par

intégration des relations de comparaison
Or, par décroissance de f,

Y Y yX
2x 2x f Pl dt ~ f P ldx = 2.
J f(t)dt > J f(2x)dt = xf(2x). 0 =0 Jo X

X X

2. On a par intégration par parties
Ainsi, on a xf(2x) — 0, donc 2xf(2x) — 0, ce qui
+ +

e X—>+00 X—>—400 +o0 o +00
f) 0 f £ leT dt = [t Te "] +J (x—1)t* e "dt
—_—
y y y—400 ' v 4
donc
. +00 +00
15 sk 3¢ Montrer que la fonction j P lemtdt _J (x — 1)t* 2e tdt = y" TV,
) y y
X
0 X J dt Orona
« Int et = o(te™).
t——+0o0

définie sur R* \{1} se prolonge en une fonction de classe ¢ , %
’ 2 x—1_—t
Comme l'intégrale fo t*" e " est convergente, on a par

sur Ry.. intégration des relations de comparaison,
16 % k¢ Transformée de Laplace. fﬂo P2 tdr = o (J'M PFla—t dt)
. +o0 y J=>red y
Soit f € €([0, +0[, R) telle que fo f(t) dt converge. Mon-
trer : ce qui entraine
+00 o
Vs >0, J f(t)e st dt converge. J P 2% tdt = y Tl
0 y y—+o
17 %k Y  Inégalité de Hardy.
Soit f : [0, +00[— R une fonction continue telle que 2 est 19 % %% Equivalent du reste de I'intégrale de Gauss.
intégrable sur [0, +oo[. Pour tout x €]0, +00[, on pose Déterminer une équivalent lorsque x — +oo de
1 to 5
g(x) = —J f(t)dt. J e " dt.
X 0 X
1. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0. On pourra commencer par une intégration par parties.
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+0o0 —X
—¢2 @
J e U dt ~ .

*

1. Montrer que f est bien définie et dérivable sur R}, .

2. Montrer que f(x) ~, —Inx.

X—

3. Montrer que f est intégrable sur R* , et que

+oo oo
f f(x)dx:J. X x.

0 0 X
1. SixeR%, ona
. sint 1
Vt€R+, ? < ?

Comme t ~— % est intégrable sur [x, co[, on en déduit

que I'intégrale définissant f(x) existe.
Par ailleurs, comme intégrale fonction d'une de ses
bornes, la fonction f est dérivable sur R%, et f'(x) =

fi% pour tout x € R%.

2. Ona )
sint 1
t2 t—0 t
Comme l'intégrale fé % dt est divergente, on a par inté-
gration des relations de comparaison

il s 1
sint dt
f dt ) T = —Inx.

t2 x—0 X

X
x t2

Ainsi, f(x) = fl gint dt—i—f:roo ot dt ~, —Inx.
X—>

3. Par la question précédente, et comme In est intégrable
en 0, on déduit par regle d'équivalence des fonctions
positives que f est intégrable en 0.

Par intégration par parties, on a par ailleurs

cost|t® T cost
L °L gt
2 | Lt

Cos X 0 cos t
X2 3

f(x)

dt.

TR dt _ 2
X 3 T x2!

flx) = O (%) :

donc f est intégrable en +o0.

Ainsi, [f(x)] < & +2] et

Par ailleurs, par intégration par parties a nouveau , on a

+00 +00 _ o
f Fx)dx = [xFO)]F™ —f SNX 4
0 0 X
+00 o
_ J Sdex
a %
car d'apres la question précédente, xf(x) = O (1),
X—+00
donc xf(x) - 0.
X—+00

Convergence dominée

21 Y Ye¥% Pour tout ne N, on pose

+00 1
Iy = —— dt
" L 1+ 1t2+ thet

Montrer que /, est bien défini pour tout n € N, et calculer

lim /.
n—-+00

On pose, pour tout n € N,

1

foitis —
L

La suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction

ﬁ si t<1
fit— H% si t=1
0 sit>1
On pour tout n€ N,
1

teR f(t)| < ——.
VeeR: 160 < o

Or la fonction ¢ = t — 74 est intégrable sur R, donc par

théoréme de convergence dominée, on a

+oo - -
J(; fn(t)dt n:)oo J;) W dt = [arCtan t|0 = Z

22 % Yr¥e Soit a > 0. Pour tout ne N*, on pose
+0o0 tefnt

I, = —dt.
" 0 V14 te

1. Justifier I'existence de /,, pour tout n € N*, et détermi-

ner lim /,.
n— 400

2. Déterminer un équivalent simple de /,, lorsque n — +00.

23 %k vrye Soit £ : Ry — R une fonction continue et
bornée. Pour tout n e N*, on pose

A
I, = e ML dt.
=l

1. Pour tout n e N*, justifier |'existence de /,.

2. On suppose f(0) = 0. Déterminer un équivalent simple
de I, lorsque n — 4o0.

On rappelle I'intégrale de Gauss : ffz e dx = AT

1. Pour tout n€ N*, on a

VteR,, e’"tLl;)

7

or la fonction ¢ : t — % | floo est intégrable sur Ry :

_ - fleo ER.
o(t) e Ve orte pest intégrable en 0.

eft
< —|f

- t2p(t) 7, 0. donc p(t), = o (%)

+0o0
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X

2. On effectue le changement de variable t = —2, et on

n
obtient o )
2
/n=—f e F (X)) dx.
/N Jo n

On peut de nouveau utiliser le théoreme de conver-

gence dominée, en dominant par la fonction intégrable
) 0

X —e " |f],. Il vient

+00 2 +o
f e f <X—> dx —> efxzf(O) dx.
5 n

n— —+00 0

Comme f;oo e dx = Y% onaly~ 7/ Z1(0).

24 %% v Dans chacun des cas suivants, justifier
|'existence de [, pour tout n € N*, et déterminer HT /.
n——+ao0
1 f L 3. [F a0
3 e : J;) an”(x) dx.
t0 pin(1+ L T°  psinX
2. f de. 4. J. 7"2dx.
1 VX o x(1+x?)




