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7. Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions Pour tout x € R,
1 Y3 Pour tout ne N, on considére la fonction (F = £)(x) = —=
n
14 nx?
o X — ]l[n,n+l] (X) 1 2
- - - Ona: VxeRy, h)(x) = - ol
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de o g (1 + nx?)2
la suite de fonction (f,)nen sur R.
x |0 7 +00
2 % Yt ¥¢ Dans chacun des cas suivants, étudier la h(x) + 0 -
convergence simple et la convergence uniforme de la suite de L
fonctions (fy) ey« définies sur R . 2vn
hn(x) / \
1. fn;XHL, 4. f,: x — nx2e VX, 0 0
1+ n?2x2 L
3 XSsin = cvu
nx : n donc ||hs|, — O, etf, — g.
2.f:X'—>7. 5.fn.X*—> 1 nlleo  — ' n_)
" 1+ nx2 Xty L S
3. f X nX2e—nx_ 3. f n_)—+>oc 0.
4. f, <5 0 maisf(i)ﬁQ 0, donc f, —» 0
C oo "Awvn et ! oo
cvu
1. Pour x = 0, fp(x) = 0. Pour x # 0, 5. f, —> 0, mais f,(n) —~ 0, donc f, —> 0.
n—+-00 n—-+oo n—+00
nx 1
folx) ~ X2 XN notw 0 B
d . - . s fonction f 3 % Y¢¥c  Etudier la convergence simple et uniforme
nzﬂg (Fa)ren converge simplement vers la fonction sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,),.y dans chacun des cas
’ ) suivants.
Pour la convergence uniforme : 3
nzx
lére méthode : on peut remarquer que si pour tout 1. fix— 15
neN*, on pose x, = %, alors
o 2. fp i x+— n*x"(1 — x), selon la valeur de o € R.
1 —x 2
[faxn) — £ = 5. 3 F o xe N X
n+x
Ainsi, |fy — f|,, = L. Donc |[f, — f|, ﬁﬁw 0. 4. fy:x— (1—x)"sin 5.
n—
2éme méthode : on explicite |f,|,, pour tout n e N* : o
on a 1. f, =5 0, mais f, () —/~ 0, donc f, —> 0.
v R £ n(]_ — n2X2) n—-+00 n—+o n—+o
X ER+, folx) = (1 + mx2)2’ 2. Pour tout n e N*, on a f,(0) = f,(1) = 0. Par ailleurs,
d’ou le tableau : si x €]0, 1,
X 0 i +00 fo(x) = n*x"(1 —x) — 0
n— -+
f = . .
n(x) + 0 par croissances comparées, donc (f,) converge simple-
% ment vers la fonction nulle.
f.(x) / \ On étudie la fonction f, sur [0, 1], et on trouve que
|fa(x)| est maximale pour x = ~7, donc
0 0
I, = () = e (2)
Ainsi, |fs|,, = %, donc (fa)nen ne converge pas unifor- Mo = " \py1) n+1) n+1
mément vers 0. N
o i o
2 Gl0) = 0 &t e s £ 0 6 & On en déduit que |fy||,, ~ e~ n*"", donc
Il 72,0 = <1
fn(X) ~ - =
n—+0o NX g . P
autrement dit, (f,) converge uniformément (vers la
donc (fn)nen converge simplement vers f : x — x. fonction nulle) si et seulement si o < 1.
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3. Il'y a convergence simple vers f : x — e~

tout n e N*,

, et on a pour

x% — xe™¥

n—+x

1

<

Vx e [0,1], |fa(x)—e™*| = p

donc |f, — f|,, — 0, etily a convergence uniforme.
n—+00

4. Il'y a convergence simple de (f,) vers la fonction nulle.
Par ailleurs, si n € N, pour tout x € [0, 1],

n
X n 7r
HO < (1-x"= < (— ) 5——
00l < (1=x)"3 (n—l—l) 2(n+1)
car x — (1 —x)" % est maximale pour x = n}rl. On en
déduit que (f,) converge uniformément (vers la fonction
nulle).

4 | %k ¥y Etudier la convergence simple et uniforme sur
[0, 1] de la suite de fonctions (f,) définie par :

VneN, f,:x— nx"sin(mx).

Il'y a convergence simple de la suite (f;) vers la fonction
nulle.

Pour étudier la convergence uniforme, comme x — x” est

maximale lorsque x — 1, on pose x, =1 — %. On a

ne

n n—+ow

1 n
fo(xn) = n<1 - E) sin > — me L.

Ainsi, |fall, —~ 0, et il n'y a pas convergence uniforme.
n—+o0

5 | % Ycvr Pour tout ne N, on pose

fn : x — ncos"(x)sin(x)
1. Etudier la convergence simple de la suite (f;),.y Sur
[0.2].
2. Calculer
- N
lim J fa(x)dx et J lim f,(x) dx.
n——+ao0 0 0 n——+o0

Qu’en déduire?

6 K ¥ry On considére la suite de fonctions (f,) définie
par :
fn © x — cos”(x) sin(x).

Etudier la convergence simple et uniforme de (,) sur [0, 7].

7 % Y ¥¢ Pour tout ne N, on note

n.

fn 1 x — e~ ™ cos(nx).

Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur R, sur
R*, et sur [a, +oo[ pour tout a > 0.

8 % vr e On considére la suite de fonctions (f,)

neN

définie par

0 six=20
pour tout x € [0, 1] et pour tout n e N.

F(x) = { nx"Inx si x€]0,1],

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement vers une
fonction f qu'on précisera.

2. A-t-on convergence uniforme de la suite sur [0,1]7

3. Montrer que pour tout a € [0,1[, il y a convergence
uniforme sur [0, aJ.

9 | % ¥¢ Pour tout ne N, on pose
Xn
- 1+x4+...+x"

1. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur
[1, +oof.

fn:x

2
2. Calculer lim f fr(x) dx.

n—+w J;

1. Soit x €]1, +o[, on a

oo x—=1  x-1 1
fn(X) = X X"+1—1 = X—Xin n—>—+)ool_;
Par ailleurs, f,(1) = 35 s 0, donc (f,) converge

simplement vers f : x — 1 — % sur [1, +oof.

Par ailleurs, si x € [1, +oo[,

X" x—1 X" (x" 1)
) — () = =— ~ X1 = :
Y s x D xk
k=0 k=0

Ainsi, pour tout n € N, x — |f;(x) — f(x)| est maximale
pour x =1, et

1

10 =fleo = 35377 /2%

2. Comme (f;) converge uniformément vers f sur [1,2],
on a

Jz fa(x)dx —> i f(x)dx

1 n—+ow J;

2
Orj f(x)dx =1—1In2.
1

10 % Y¢¥ On pose pour tout n e N,

ne* 4+ xe™*
n+ x

1. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur
[0,1].

2. Calculer

fo:x— (x> +1)

lim
n—+00

(x* +1)

fl neX + xe™X
———dx
0 n+x

11 % % 3 Soit (u,) une suite de fonctions continues sur
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un intervalle /, a valeurs dans C. On suppose par ailleurs

VneN, Vxel, |uy(x)| < an,

ol a, est le terme général d’une série convergente. Pour tout
ne N, on note

Ppx— ﬁ(l + Uk (x))

k=0
Montrer que la suite (P,) converge uniformément.

Il s'agit d'abord de montrer que (P,) converge simplement,
c'est-a-dire que le produit infini a un sens. Pour tout x € /,
on a pour tout n€ N,

P60 = Pl = |(TTa+ ) @ = @+ )

k=0

()| TL 1+ w0

n—1

< ap JT(1+ an).
k=0
Or pour tout ne N,
n—1 n—1 n—1
In (H(1+ak)) = Y In(l+ax) < ) a
k=0 k=0 k=0

donc (nﬁl(l + ak)) est bornée, et Py(x)—Py—1(x) = O (an).

k=0
Finalement, >3(Py(x)—Py—1(x)) est absolument convergente,
donc la suite (P,) est convergente, vers une fonction P.
On a en fait montré que [P, — Pi—1ll,, = O(an), donc
>0 1Pn — Pa-1],, converge. Pour tout n € N et pour tout
xel,

+0
IPO) = Pa)] = | D) (Pu(x) = P (%))
k=n+1
+00
< Z [P — Pi—1lloo fandt 0.
k=n+1

Ceci donne la convergence uniforme de (P,) vers P.

12 % ¥¢¥%  On considére une fonction g continue sur
un segment [a, b] = R%, et pour tout ne N, on note

n
foix— T2
Déterminer
b
nﬂTc@L fa(x)g(x) dx.
13 % % vr  Soit (f,) une suite de fonctions de classe

¢ définies sur R, telles que
o VneN, f,(0) =0,

o (f7+2f,) converge uniformément vers la fonction nulle
sur R;.

Montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction
nulle sur R, .

Indication. Noter g, = f; + 2f, et remarquer que pour tout
n € N, la fonction f, est solution d’une équation différentielle
d'ordre 1.

Séries de fonctions

14 Etudier la convergence uniforme sur R, de la série
de fonctions Y| f, dans les cas suivants.
X
1. %¥e% VneN, f, i x—> ——.
n(1 + nx)
X

2. 1*”*{5%’ vf)e Fg, fh: X — Zi‘;j;ﬁ;yi.

1. Il'y a convergence simple sur Ry car >, f,(0) =0, et si
x eR%L,
X 1
n(1 + nx) T
donc la série > f(x) est convergente. Par ailleurs, pour
tout x € R%,

+0o0 400 1 +
Y- ¥ A< ¥ L o
2 n == 2
= o0
k=n+1 ko1 T T xS 1t
———
indép. de x

donc il y a cvu.

2. Il'y a convergence simple sur Ry car Y f,(0) = 0, et si
x e RY,
B
(1+nx)?2  xn?
donc la série Y f,(x) est convergente.

Montrons qu’il n'y a pas convergence uniforme sur Ry :
le défaut de convergence uniforme semble provenir du
voisinage de 0, on cherchera donc a utiliser une suite
qui tend vers 0.
Supposons qu'il y ait convergence uniforme, on aurait
alors [|R, — 0, et en pariculier

n—+00

Rn(l> —> 0
n n— 400

Or pour tout n e N*,

“(2) -

oo

Y%
0]
S
e
&
N

\%

n & 1 1
2@ Nws

k=n+1

Ainsi, |[Rn ()| =& 0, et 3] f, ne converge pas unifor-
n—+00
mément sur R .

15 K33 On considére la série de fonctions 3, _; f,,
ol pour tout n e N*,

fnZXl—>|ﬂ<l+i)*i
n n
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+o0
On pose, lorsque la somme est bien définie, S(x) = Y f(x).
n=1

1. Montrer que S est bien définie et dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).

1. Cas x = 0 : pour tout n € N*, f,(0) = 0 donc }; f,(0)
converge. Si maintenant x €]0, 1], alors

2
X X X

I (1+%) =2~ 2
n n n

Comme Zﬁ—i converge, on e déduit que D f(x)
converge absolument donc converge.
Pour tout n € N*, la fonction f, est de classe €* sur
[0,1], et

1 1 —X

Vx e [0,1], fi(x) = ntx n_ nn+x)

Ainsi, pour tout x € [0, 1], on a | (x)| < . Par consé-
quent, ||, < 5. Par comparaison de SATP, la série
> fall, converge, et > f,; converge normalement, donc
uniformément sur [0, 1].

Le théoréme de dérivation terme a terme assure alors
que S est dérivable sur [0, 1], de dérivée donnée par

¥x e [0, 1], s’(x)zf( L _E>

n—+x n
n=1

2. Par ce qui précéde, on a

LA | 1 N 1 1
5(1)_Z(n+1_n)_NLlTooZ:l(nJrl_n)'

n=1 n=

Par télescopage, on a alors S'(1) = —1.

16 | 3¢ 37

1. a. Montrer que la fonction

+00
(-1)"
F:x~—
e e

est bien définie et continue sur [0, +o0].
b. Montrer que F est de classe € sur [0, +o0].

2. Soient Y] ¢, une série complexe absolument convergente
et
S: R — C

+00 .
t —s Z Cnemt
n=0
Montrer que S est bien définie, continue, et

27
VkeN, f S(t)e ' tdt = 27y
0

1. Pour tout n € N*, on pose

Up - X — .
n—+x

Pour tout x > 0, la suite (Un(x))nen~ est décroissante

. Pour tout n € N on pose f, : t — cpe

et de limite nulle, donc d'aprés le critére des séries al-
ternées, > (—1)"un(x) converge, ce qui montre que F
est bien définie sur [0, +00[.

Pour tout n € N*, u, est continue. Pour tout x > 0, tou-

jours d'aprés le critére des séries alternées (majoration
des restes),

d'ot |Roll,, — 0.

Ainsi, > (—1)"u, converge uniformément sur [0, +oo[
donc d'aprés le théoréme de continuité sous le signe
somme, F est continue.

Pour tout n > 1, u, est de classe €* et on montre sans
difficulté par récurrence que pour tout k € N,

(k) (1)
VX€R+, up (X)=mk|
Ainsi, pour tout kK > 1,

k!
nk+1-

k
I(=1)"u), <
(k) (k)
Comme k + 1 > 1, >} |us"’|, converge, donc ] up
converge normalement sur Ry. D'apres le théoréeme de
dérivation terme a terme, F est de classe € sur R, .

int

. On a pour tout
neN,

sup [£a(t)] = [cal.

teR

Comme > c, est absolument convergente, >, f,
converge normalement sur R. Les f, étant continues,
S est continue.

Soit k € N. Pour tout n € N on pose g, : t — cpe™e

De méme que précédemment, Y, g, converge norma-
lement sur [0,2m]. D'aprés le théoréeme d'intégration
terme a terme sur un segment,

2 +00

+00 27
int _—ikt int _—ikt
E che™e " dt = g C"J e™e " dt
0 p=0 = 0

27
_ Cnf el(nfk)t dt
0

+ 3
8 o

Il
o

n

On conclut en remarquant que

21 .
J ()t gy — { 0 sin# k
@ 2w si n=k

17

* % ¥c  Pour tout x € R%, on note

+00 1

S(x) = Z Fyray

n=1

1. Montrer que S est bien définie, continue, décroissante

et tend vers 0 en +o0.

2. Montrer que
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N < U
= = 4 N N
On pourra utiliser n§1 p - ot Iy = §! t+dtt2X_ Or
3. Montrer que S(x) ~ —Inx. Nodt W71 X
. W= ) = Ty )
On pourra penser a une comparaison avec une intégrale. L x L X
= [Int—In(1+ tx)]}
N
= | In(1
ny T +In(1 + x)

1. Si x e R%, alors

1
n+ n2x n2x

donc par comparaison avec la série de Riemann conver-

gente Y] %, la série Y, f,(x) converge. Ainsi, S est bien

définie sur R*..

On remarque que | fy|| , z» = %, donciln'y a pas conver-
T+

gence normale sur R% . On choisit [a, +oo[, avec a > 0.

Soit a > 0. Pour tout n € N*, f, est continue, positive
et décroissante sur [, = [a, +00[, donc

Vx € [a, +oof, |fa(x)] < fa(a)

donc |fall .\, = - Ainsi, 37|l ,, converge.

_1_
n+n2a
On a alors convergence normale donc uniforme de »’ f,
sur /,. Ainsi, S est continue sur /, pour tout a > 0, donc
sur R%.

Comme les f, sont décroissantes, S est décroissante
comme limite simple de fonctions décroissantes.

Enfin, comme ) f, converge uniformément sur un voi-
sinage de +00,

+00 +00

A B 5= 5 g 569 =0

+00
2. OnaV¥x e Ry, xS(x) = Y, gn(x), ol gn : x — xFp(x).
n=1
Or

X

Vx e [1, +OO[, ‘gn(X)‘ = m < ?

Ainsi, 33 [ gnllos (1, +00f CONVErge, et 3 gn converge nor-
malement donc uniformément sur [1, +oo[. Par consé-
quent, le théoreme de la double limite donne

+00 o g 2
Jm xS0 =), im_6:(x) =), 5 =&
n=1 n=1

7T2

On en déduit S(x) ~ —.
() ~ 6x

3. Soit x > 0. La fonction t +— ﬁ est décroissante et

continue sur [1, +00[, donc pour tout n >,

modt 1 " dt
< <
. t+t2x T n+4+nPx a1 b4 32X

Ainsi,
N+1 N N
dt dt 1
< ) f(x) <

L t+ t2x ;"(X) L T+ 2x  1+x
Et méme

o< S A0 < Int—

1+ x'

n=1

1
— In=+In(1+x).
N—+00 X

En passant a la limite N — 400, on obtient alors

1
1+ x

1 1
In;—l—ln(l-i-x) < S(x) < In;+|n(1+x)+

Les membres de gauche et de droite sont équivalents
a In% = —Inx lorsque x — 0. Par encadrement, on a
donc S(x) ~ —Inx.

18 %k ¥c  Pour tout x € R%, on pose

+0 4Nk
k=0

1+ kx

1. Montrer que S est bien définie et de classe € sur R .

2. Déterminer lim S(x).
X—400



