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7. Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

1 ♡ Pour tout n P N, on considère la fonction

fn : x ÞÑ 1rn,n`1spxq

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de
la suite de fonction pfnqnPN sur R.

2 ♡ Dans chacun des cas suivants, étudier la
convergence simple et la convergence uniforme de la suite de
fonctions pfnqnPN‹ définies sur R`.

1. fn : x ÞÑ
nx

1` n2x2
.

2. fn : x ÞÑ
nx3

1` nx2
.

3. fn : x ÞÑ nx2e´nx .

4. fn : x ÞÑ nx2e´
?
nx .

5. fn : x ÞÑ
x sin xn
x ` 1

n

.

1. Pour x “ 0, fnpxq “ 0. Pour x ‰ 0,

fnpxq „
nx

n2x2
“
1

xn
ÝÑ
nÑ`8

0

donc pfnqnPN converge simplement vers la fonction f
nulle.

Pour la convergence uniforme :

1ère méthode : on peut remarquer que si pour tout
n P N‹, on pose xn “ 1

n
, alors

|fnpxnq ´ f pxnq| “
1

2
.

Ainsi, }fn ´ f }8 ě 1
n
. Donc }fn ´ f }8 {ÝÑ

nÑ`8

0.

2ème méthode : on explicite }fn}8 pour tout n P N‹ :
on a

@x P R`, f
1
n pxq “

np1´ n2x2q

p1` n2x2q2
.

d’où le tableau :

x

f 1
n pxq

fnpxq

0 1
n

`8

` 0 ´

00

1
2
1
2

00

Ainsi, }fn}8 “ 1
2
, donc pfnqnPN ne converge pas unifor-

mément vers 0.

2. fnp0q “ 0 et pour x ‰ 0 on a

fnpxq „
nÑ`8

nx3

nx2
“ x,

donc pfnqnPN converge simplement vers f : x ÞÑ x .

Pour tout x P R,

pf ´ fnqpxq “
x

1` nx2

On a : @x P R`, h
1
npxq “

1´ nx2

p1` nx2q2
d’où

x

h1
npxq

hnpxq

0
1?
n `8

` 0 ´

00

1
2

?
n
1
2

?
n

00

donc }hn}8 ÝÑ
nÑ`8

0, et fn
cvu

ÝÑ
nÑ`8

g.

3. fn
cvu

ÝÑ
nÑ`8

0.

4. fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

0, mais fn
´

1?
n

¯

{ÝÑ
nÑ`8

0, donc fn
cvu

{ÝÑ
nÑ`8

0.

5. fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

0, mais fnpnq {ÝÑ
nÑ`8

0, donc fn
cvu

{ÝÑ
nÑ`8

0.

3 ♡ Étudier la convergence simple et uniforme
sur r0, 1s de la suite de fonctions pfnqnPN dans chacun des cas
suivants.

1. fn : x ÞÑ
n
3
2 x

1` n2x2
.

2. fn : x ÞÑ nαxnp1´ xq, selon la valeur de α P R.

3. fn : x ÞÑ
n e´x ` x2

n ` x
.

4. fn : x ÞÑ p1´ xqn sin πx2 .

1. fn
cvs

ÝÑ
nÑ`8

0, mais fn
`

1
n

˘

{ÝÑ
nÑ`8

0, donc fn
cvu

{ÝÑ
nÑ`8

0.

2. Pour tout n P N‹, on a fnp0q “ fnp1q “ 0. Par ailleurs,
si x Ps0, 1r,

fnpxq “ nαxnp1´ xq ÝÑ
nÑ`8

0

par croissances comparées, donc pfnq converge simple-
ment vers la fonction nulle.

On étudie la fonction fn sur r0, 1s, et on trouve que
|fnpxq| est maximale pour x “ n

n`1
, donc

}fn}8 “ fn

ˆ

n

n ` 1

˙

“ nα
ˆ

n

n ` 1

˙n
1

n ` 1

On en déduit que }fn}8 „ e´1nα´1, donc

}fn}8 ÝÑ
nÑ`8

0 ô α ă 1,

autrement dit, pfnq converge uniformément (vers la
fonction nulle) si et seulement si α ă 1.
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3. Il y a convergence simple vers f : x ÞÑ e´x , et on a pour
tout n P N‹,

@x P r0, 1s, |fnpxq ´ e´x
| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 ´ xe´x

n ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n

donc }fn ´ f }8 ÝÑ
nÑ`8

0, et il y a convergence uniforme.

4. Il y a convergence simple de pfnq vers la fonction nulle.
Par ailleurs, si n P N, pour tout x P r0, 1s,

|fnpxq| ď p1´ xq
n πx

2
ď

ˆ

n

n ` 1

˙n
π

2pn ` 1q

car x ÞÑ p1´ xqn πx
2

est maximale pour x “ 1
n`1

. On en
déduit que pfnq converge uniformément (vers la fonction
nulle).

4 Etudier la convergence simple et uniforme sur
r0, 1s de la suite de fonctions pfnq définie par :

@n P N, fn : x ÞÑ nxn sinpπxq.

Il y a convergence simple de la suite pfnq vers la fonction
nulle.

Pour étudier la convergence uniforme, comme x ÞÑ xn est
maximale lorsque x Ñ 1, on pose xn “ 1´ 1

n
. On a

fnpxnq “ n

ˆ

1´
1

n

˙n

sin
π

n
ÝÑ
nÑ`8

πe´1.

Ainsi, }fn}8 {ÝÑ
nÑ`8

0, et il n’y a pas convergence uniforme.

5 Pour tout n P N, on pose

fn : x ÞÑ n cosnpxq sinpxq

1. Étudier la convergence simple de la suite pfnqnPN sur
“

0, π2
‰

.

2. Calculer

lim
nÑ`8

ż π
2

0

fnpxq dx et
ż π
2

0

lim
nÑ`8

fnpxq dx.

Qu’en déduire ?

6 On considère la suite de fonctions pfnq définie
par :

fn : x ÞÑ cosnpxq sinpxq.

Étudier la convergence simple et uniforme de pfnq sur r0, πs.

7 ♡ Pour tout n P N, on note

fn : x ÞÑ e´nx cospnxq.

Étudier la convergence uniforme de la suite pfnq sur R, sur
R‹, et sur ra,`8r pour tout a ą 0.

8 ♡ On considère la suite de fonctions pfnqnPN

définie par

fnpxq “

"

nxn ln x si x Ps0, 1s,

0 si x “ 0

pour tout x P r0, 1s et pour tout n P N.

1. Montrer que la suite pfnq converge simplement vers une
fonction f qu’on précisera.

2. A-t-on convergence uniforme de la suite sur r0, 1s ?

3. Montrer que pour tout a P r0, 1r, il y a convergence
uniforme sur r0, as.

9 Pour tout n P N, on pose

fn : x ÞÑ
xn

1` x ` . . .` xn

1. Étudier la convergence uniforme de la suite pfnq sur
r1,`8r.

2. Calculer lim
nÑ`8

ż 2

1

fnpxq dx .

1. Soit x Ps1,`8r, on a

fnpxq “ xn
x ´ 1

xn`1 ´ 1
“
x ´ 1

x ´ 1
xn

ÝÑ
nÑ`8

1´
1

x
.

Par ailleurs, fnp1q “ 1
n`1

ÝÑ
nÑ`8

0, donc pfnq converge

simplement vers f : x ÞÑ 1´ 1
x

sur r1,`8r.

Par ailleurs, si x P r1,`8r,

fnpxq ´ f pxq “
xn

n
ř

k“0

xk
´
x ´ 1

x
“
xn`1 ´ pxn`1 ´ 1q

x
n

ř

k“0

xk

Ainsi, pour tout n P N, x ÞÑ |fnpxq ´ f pxq| est maximale
pour x “ 1, et

}fn ´ f }8 “
1

n ` 1
ÝÑ
nÑ`8

0.

2. Comme pfnq converge uniformément vers f sur r1, 2s,
on a

ż 2

1

fnpxq dx ÝÑ
nÑ`8

ż 2

1

f pxq dx

Or
ż 2

1

f pxq dx “ 1´ ln 2.

10 On pose pour tout n P N,

fn : x ÞÑ px2 ` 1q
n ex ` xe´x

n ` x

1. Montrer que la suite pfnq converge uniformément sur
r0, 1s.

2. Calculer

lim
nÑ`8

ż 1

0

px2 ` 1q
n ex ` xe´x

n ` x
dx.

11 Soit punq une suite de fonctions continues sur

2
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un intervalle I, à valeurs dans C. On suppose par ailleurs

@n P N, @x P I, |unpxq| ď an,

où an est le terme général d’une série convergente. Pour tout
n P N, on note

Pn : x ÞÑ

n
ź

k“0

p1` ukpxqq

Montrer que la suite pPnq converge uniformément.

Il s’agit d’abord de montrer que pPnq converge simplement,
c’est-à-dire que le produit infini a un sens. Pour tout x P I,
on a pour tout n P N,

|Pnpxq ´ Pn´1pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

n´1
ś

k“0

p1` ukpxqq

˙

p1´ p1` unpxqqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |unpxq|
n´1
ś

k“0

|1` ukpxq|

ď an
n´1
ś

k“0

p1` akq.

Or pour tout n P N,

ln

ˆ

n´1
ś

k“0

p1` akq

˙

“
n´1
ř

k“0

lnp1` akq ď
n´1
ř

k“0

ak

donc
ˆ

n´1
ś

k“0

p1` akq

˙

est bornée, et Pnpxq´Pn´1pxq “ O panq.

Finalement,
ř

pPnpxq´Pn´1pxqq est absolument convergente,
donc la suite pPnq est convergente, vers une fonction P .

On a en fait montré que }Pn ´ Pn´1}8 “ O panq, donc
ř

n }Pn ´ Pn´1}8 converge. Pour tout n P N et pour tout
x P I,

|P pxq ´ Pnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

pPkpxq ´ Pk´1pxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

`8
ÿ

k“n`1

}Pk ´ Pk´1}8 ÝÑ
nÑ`8

0.

Ceci donne la convergence uniforme de pPnq vers P .

12 ♡ On considère une fonction g continue sur
un segment ra, bs Ă R‹

`, et pour tout n P N, on note

fn : x ÞÑ
n

1` n2x2
.

Déterminer

lim
nÑ`8

ż b

a

fnpxqgpxq dx.

13 ♡ Soit pfnq une suite de fonctions de classe
C 1 définies sur R`, telles que

˛ @n P N, fnp0q “ 0,

˛ pf 1
n`2fnq converge uniformément vers la fonction nulle

sur R`.

Montrer que pfnq converge uniformément vers la fonction
nulle sur R`.

Indication. Noter gn “ f 1
n ` 2fn et remarquer que pour tout

n P N, la fonction fn est solution d’une équation différentielle
d’ordre 1.

Séries de fonctions

14 ♡ Etudier la convergence uniforme sur R` de la série
de fonctions

ř

fn dans les cas suivants.

1. @n P N, fn : x ÞÑ
x

np1` nxq
.

2. @n P N, fn : x ÞÑ
x

p1` nxq2
.

1. Il y a convergence simple sur R` car
ř

fnp0q “ 0, et si
x P R‹

`,
x

np1` nxq
„
1

n2

donc la série
ř

fnpxq est convergente. Par ailleurs, pour
tout x P R‹

`,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

`8
ÿ

k“n`1

1

n2 ` n
x

ď

`8
ÿ

k“n`1

1

n2
looomooon

indép. de x

ÝÑ
nÑ`8

0

donc il y a cvu.

2. Il y a convergence simple sur R` car
ř

fnp0q “ 0, et si
x P R‹

`,
x

p1` nxq2
„
1

xn2

donc la série
ř

fnpxq est convergente.

Montrons qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R` :
le défaut de convergence uniforme semble provenir du
voisinage de 0, on cherchera donc à utiliser une suite
qui tend vers 0.
Supposons qu’il y ait convergence uniforme, on aurait
alors }Rn}8 ÝÑ

nÑ`8
0, et en pariculier

Rn

ˆ

1

n

˙

ÝÑ
nÑ`8

0.

Or pour tout n P N‹,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rn

ˆ

1

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

fk

ˆ

1

n

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

`8
ÿ

k“n`1

n

pn ` kq2

ě

2n
ÿ

k“n`1

n

pn ` kq2

ě

2n
ÿ

k“n`1

n

p3nq2
“

2n
ÿ

k“n`1

1

9n
“
1

9

Ainsi, |Rn
`

1
n

˘

| {ÝÑ
nÑ`8

0, et
ř

fn ne converge pas unifor-

mément sur R`.

15 ♡ On considère la série de fonctions
ř

ně1 fn,
où pour tout n P N‹,

fn : x ÞÑ ln
´

1`
x

n

¯

´
x

n

3
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On pose, lorsque la somme est bien définie, Spxq “
`8
ř

n“1

fnpxq.

1. Montrer que S est bien définie et dérivable sur r0, 1s.

2. Calculer S1p1q.

1. Cas x “ 0 : pour tout n P N‹, fnp0q “ 0 donc
ř

fnp0q

converge. Si maintenant x Ps0, 1s, alors

ˇ

ˇ

ˇ
ln

´

1`
x

n

¯

´
x

n

ˇ

ˇ

ˇ
„
x2

n2
.

Comme
ř

x2

n2
converge, on e déduit que

ř

fnpxq

converge absolument donc converge.

Pour tout n P N‹, la fonction fn est de classe C 1 sur
r0, 1s, et

@x P r0, 1s, f 1
n pxq “

1

n ` x
´
1

n
“

´x

npn ` xq
.

Ainsi, pour tout x P r0, 1s, on a |f 1
n pxq| ď 1

n2
. Par consé-

quent, }f 1
n }8 ď 1

n2
. Par comparaison de SATP, la série

ř

}f 1
n }8 converge, et

ř

f 1
n converge normalement, donc

uniformément sur r0, 1s.

Le théorème de dérivation terme à terme assure alors
que S est dérivable sur r0, 1s, de dérivée donnée par

@x P r0, 1s, S1
pxq “

`8
ÿ

n“1

ˆ

1

n ` x
´
1

n

˙

2. Par ce qui précède, on a

S1
p1q “

`8
ÿ

n“1

ˆ

1

n ` 1
´
1

n

˙

“ lim
NÑ`8

N
ÿ

n“1

ˆ

1

n ` 1
´
1

n

˙

.

Par télescopage, on a alors S1p1q “ ´1.

16

1. a. Montrer que la fonction

F : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

p´1qn

n ` x

est bien définie et continue sur r0,`8r.

b. Montrer que F est de classe C 8 sur r0,`8r.

2. Soient
ř

cn une série complexe absolument convergente
et

S : R Ñ C

t ÞÑ
`8
ř

n“0

cne
int

Montrer que S est bien définie, continue, et

@k P N,
ż 2π

0

Sptqe´ikt dt “ 2πck

1. Pour tout n P N‹, on pose

un : x ÞÑ
1

n ` x
.

Pour tout x ě 0, la suite punpxqqnPN‹ est décroissante

et de limite nulle, donc d’après le critère des séries al-
ternées,

ř

p´1qnunpxq converge, ce qui montre que F
est bien définie sur r0,`8r.

Pour tout n P N‹, un est continue. Pour tout x ě 0, tou-
jours d’après le critère des séries alternées (majoration
des restes),

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F pxq ´

N
ÿ

n“1

p´1qnunpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

n“N`1

p´1qn

n ` x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

N ` 1` x
ď

1

N ` 1

d’où }Rn}8 ÝÑ
nÑ`8

0.

Ainsi,
ř

p´1qnun converge uniformément sur r0,`8r

donc d’après le théorème de continuité sous le signe
somme, F est continue.

Pour tout n ě 1, un est de classe C 8 et on montre sans
difficulté par récurrence que pour tout k P N,

@x P R`, u
pkq
n pxq “

p´1qk

px ` nqk`1
k!

Ainsi, pour tout k ě 1,

}p´1qnupkq
n }8 ď

k!

nk`1
.

Comme k ` 1 ą 1,
ř

}u
pkq
n }8 converge, donc

ř

u
pkq
n

converge normalement sur R`. D’après le théorème de
dérivation terme à terme, F est de classe C 8 sur R`.

2. Pour tout n P N on pose fn : t ÞÑ cne
int . On a pour tout

n P N,
sup
tPR

|fnptq| “ |cn|.

Comme
ř

cn est absolument convergente,
ř

fn
converge normalement sur R. Les fn étant continues,
S est continue.

Soit k P N. Pour tout n P N on pose gn : t ÞÑ cne
inte´ikt .

De même que précédemment,
ř

gn converge norma-
lement sur r0, 2πs. D’après le théorème d’intégration
terme à terme sur un segment,

ż 2π

0

`8
ÿ

n“0

cne
inte´ikt dt “

`8
ÿ

n“0

cn

ż 2π

0

einte´ikt dt

“

`8
ÿ

n“0

cn

ż 2π

0

eipn´kqt dt

On conclut en remarquant que
ż 2π

0

eipn´kqt dt “

"

0 si n ‰ k

2π si n “ k
.

17 ♡ Pour tout x P R‹
`, on note

Spxq “

`8
ÿ

n“1

1

n ` n2x
.

1. Montrer que S est bien définie, continue, décroissante
et tend vers 0 en `8.

2. Montrer que

Spxq „
xÑ`8

π2

6x
.

4
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On pourra utiliser
`8
ř

n“1

1
n2 “ π2

6 .

3. Montrer que Spxq „
xÑ0

´ ln x .

On pourra penser à une comparaison avec une intégrale.

1. Si x P R‹
`, alors

1

n ` n2x
„
1

n2x

donc par comparaison avec la série de Riemann conver-
gente

ř

1
n2

, la série
ř

fnpxq converge. Ainsi, S est bien
définie sur R‹

`.

On remarque que }fn}8,R‹
`

“ 1
n
, donc il n’y a pas conver-

gence normale sur R‹
`. On choisit ra,`8r, avec a ą 0.

Soit a ą 0. Pour tout n P N‹, fn est continue, positive
et décroissante sur Ia “ ra,`8r, donc

@x P ra,`8r, |fnpxq| ď fnpaq

donc }fn}8,Ia
“ 1
n`n2a

. Ainsi,
ř

}fn}8,Ia
converge.

On a alors convergence normale donc uniforme de
ř

fn
sur Ia. Ainsi, S est continue sur Ia pour tout a ą 0, donc
sur R‹

`.

Comme les fn sont décroissantes, S est décroissante
comme limite simple de fonctions décroissantes.

Enfin, comme
ř

fn converge uniformément sur un voi-
sinage de `8,

lim
xÑ`8

`8
ÿ

n“1

fnpxq “

`8
ÿ

n“1

lim
xÑ`8

fnpxq “ 0.

2. On a @x P R‹
`, xSpxq “

`8
ř

n“1

gnpxq, où gn : x ÞÑ xfnpxq.

Or

@x P r1,`8r, |gnpxq| “
x

n ` n2x
ď
1

n2
.

Ainsi,
ř

}gn}8,r1,`8r converge, et
ř

gn converge nor-
malement donc uniformément sur r1,`8r. Par consé-
quent, le théorème de la double limite donne

lim
xÑ`8

xSpxq “

`8
ÿ

n“1

lim
xÑ`8

gnpxq “

`8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6

On en déduit Spxq „
π2

6x
.

3. Soit x ą 0. La fonction t ÞÑ 1
t`t2x

est décroissante et
continue sur r1,`8r, donc pour tout n ě,

ż n`1

n

dt

t ` t2x
ď

1

n ` n2x
ď

ż n

n´1

dt

t ` t2x

Ainsi,

ż N`1

1

dt

t ` t2x
ď

N
ÿ

n“1

fnpxq ď

ż N

1

dt

t ` t2x
`

1

1` x

Et même

IN ď

N
ÿ

n“1

fnpxq ď IN `
1

1` x
,

où IN “
şN

1
dt

t`t2x
. Or

IN “

ż N

1

dt

tp1` txq
“

ż N

1

ˆ

1

t
´

x

1` tx

˙

dt

“ rln t ´ lnp1` txqs
N
1

“ ln
N

1` Nx
` lnp1` xq

ÝÑ
NÑ`8

ln
1

x
` lnp1` xq.

En passant à la limite N Ñ `8, on obtient alors

ln
1

x
` lnp1` xq ď Spxq ď ln

1

x
` lnp1` xq `

1

1` x

Les membres de gauche et de droite sont équivalents
à ln 1

x
“ ´ ln x lorsque x Ñ 0. Par encadrement, on a

donc Spxq „
0

´ ln x .

18 ♡ Pour tout x P R‹
`, on pose

Spxq “

`8
ÿ

k“0

p´1qk

1` kx

1. Montrer que S est bien définie et de classe C 1 sur R‹
`.

2. Déterminer lim
xÑ`8

Spxq.
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