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Exercice 1. Pour tout x P R‹
`, on pose

Spxq “

`8
ÿ

k“0

p´1qk

1 ` kx

1. Montrer que S est bien définie et de classe C 1 sur R‹
`.

2. Déterminer lim
xÑ`8

Spxq.

Problème.

Les parties I et II de ce problème sont indépendantes mais les résultats seront utilisés pour la résolution de la partie
III.

Partie I - Calcul d’une intégrale

Dans toute cette partie, on pose pour tout x ą 0

gpxq “

ż `8

´8

x

x2 ` t2
eit dt.

1. Démontrer que g est bien définie sur s0,`8r.
2. Pour tout x ą 0, démontrer que

gpxq “

ż `8

´8

eixu

1 ` u2
du.

En déduire que g est bornée sur s0,`8r.

On admet dans toute la suite que :
@x ą 0, gpxq “ πe´x.

Partie II - Formule sommatoire de Poisson

Dans toute la suite, on pose :
@t P R, fptq “

1

1 ` t2
,

et

@x P R, F pxq “

`8
ÿ

n“0

fpx ` nq `

`8
ÿ

n“1

fpx ´ nq.

3. Démontrer que F est bien définie sur R et 1-périodique.
4. Démontrer que F est continue sur r0, 1s et en déduire que F est continue sur R.

Pour toute fonction u continue sur R et 1-périodique, on pose, pour tout k P Z :

ckpuq “

ż 1

0

uptqe´2iπkt dt.

5. Démontrer que pour tout k P Z,

ckpF q “

ż `8

´8

fptqe´2iπkt dt.
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6. Pour tout k, n P Z, calculer la valeur de l’intégrale
ż 1

0

e´2iπpn`kqt dt.

Partie III - Applications

On rappelle les notations : @x P R, F pxq “

`8
ÿ

n“0

fpx ` nq `

`8
ÿ

n“1

fpx ´ nq et f : t ÞÑ
1

1 ` t2
.

7. Calculer c0pF q.
En utilisant les résultats des parties I et II, calculer ckpF q pour tout entier k ą 0.
On admettra que c´kpF q “ ckpF q pour tout k P Z.

8. On pose :

@x P R, Gpxq “

`8
ÿ

n“0

cnpF qe2iπnx `

`8
ÿ

n“1

c´npF qe´2iπnx.

Démontrer que G est continue sur R et 1-périodique.

On admet le résultat suivant :
Si u et v sont deux fonctions continues sur R, 1-périodiques et vérifient ckpuq “ ckpvq pour tout k P Z,
alors u “ v.

9. Démontrer que F “ G.
10. En déduire la valeur de F pxq pour tout x P R.
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