MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 9

Séries entiéres

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

| Séries entiéeres, rayon de convergence, somme

1. Définition

Définition - Série entiére
On appelle série entiére une série de fonctions Y. f,, ou les fonctions f,, sont de la forme f,, : z — a,2", ol a,, € K.
On note alors la série entiere Y a,2".

Remarque. Une série entiére n’est donc autre qu’une série de fonctions. Les définitions de convergence, de convergence
absolue ou normale, de somme, sont donc les mémes que précédemment.

Exemples.

n
o E 2", E nz", E — sont des séries entieres.
n=1 n
n

o Z = est une série entiere qui converge simplement sur C, dont la somme est la fonction exp.
n=0
1 sin est un carré

2
o Z 2™ est une série entiére, dite lacunaire (elle a des “trous”), associée a la suite a,, = { 0 sinon

Le lemme ci-dessus est fondamental pour comprendre le domaine de convergence des séries entieres.

Lemme d’Abel

Soient ] a, 2™ une série entiere et z9 € C. Si la suite (a,2(),,y est bornée, alors pour tout z € B(0, |2o]), la série
>anz™ converge absolument.

Démonstration. Si zp = 0, le résultat est clair. Sinon, on considére z € B(0,|29|) et M € R tel que pour tout
neN, |apzf| < M. Alors, pour tout n € N,

n n

z z z
lan2"| = |anzy —| = lanzy||—| < M|—
20 20 20
. . n . s
Par comparaison avec la série Y, |§} qui converge car |i| < 1, la série >, a,z™ converge absolument. O
Remarque. Le lemme d’Abel entraine que si > a,z{ converge, alors il y a convergence de Y a,z" lorsque z

appartient au disque ouvert B(0,|zg]).

2. Rayon de convergence

Définition - Rayon de convergence

On appelle rayon de convergence de la série entiere Y a,z"
R = sup{r e Ry, (anr™), oy est bornée} € Ry.

On appelle disque ouvert de convergence le domaine B(0,R) = {z € C, |z| < R}, et intervalle ouvert de
convergence intervalle | — R, RJ.

Comme pour 7 = 0, la suite (a,7") est bornée car nulle & partir du rang 1, 'ensemble {r € Ry, (a,7"),,cy est bornée}
est non vide car il contient 0. Ceci justifie 'existence de R dans R,..
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Exemples.
1. Le rayon de convergence de la série > 2™ est 1.
2. Le rayon de convergence de la série entiére >, nz" est R = 1.

Démonstration. Pour tout r € [0,1[, la suite (nr™) est bornée, donc R > 1, et pour r = 1, la suite
(nr™) n’est pas bornée, donc R = 1. O

7. L3N n
3. Le rayon de convergence de la série entiere )] =~ est R = 1.

Démonstration. Pour tout r > 1, la suite (%) est non bornée, donc R < 1. Par ailleurs, pour r = 1,
la suite (%) est bornée, donc R = 1. O

4. Si la suite (ay) est bornée, alors (a,r™) est bornée pour r = 1, et le rayon de convergence R de ] ap,z™ vérifie
R>1

Domaine de convergence
Soit > a,2™ une série entiere de rayon de convergence R.

— Si |z] < R, alors Y a,2™ converge absolument.
— Si |z| > R, alors Y ay,2™ diverge grossiérement.

Démonstration.

— Si |z| < R, il existe r €]|z], R[, et par définition de la borne supérieure, la suite (a,r™) est bornée. Par le lemme
d’Abel, la série >’ a,z™ converge absolument.

— Si |z| > R, alors par définition de la borne supérieure, la suite (a,z") n’est pas bornée, donc la série > a,z"
b) b b

diverge grossiérement. O
divergence
R grossiere
convergence
absolue

Remarque. Si |z| = R, on peut avoir convergence ou divergence de la série > a,z™. Pour cette raison, on dit parfois
que {z € C, |z| = R} est le cercle d’incertitude de la série entiere.

. s N 2™ _ - zg
Par exemple, on sait que la série entiere }; = est de rayon de convergence R = 1 et la série }; = converge
pour zg = —1, mais diverge pour zg = 1.

Soient Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R et zg € C.

i. Si Y, anzl converge, alors R > |zo].
ii. Si Y anzly diverge, alors R < |zo].
i4i. Si Y, anzy est semi-convergente, alors R = |zo].

Démonstration. Contentons-nous de montrer le troisiéme point : supposons que »a,z{ est semi-convergente.

— Comme ) anz{ ne converge pas absolument, on a R < |zo].
— Comme ) a2 ne diverge pas grossiérement, on a R > |zp|. Finalement, R = |z|. O

Remarque. Ainsi, si D a,2" est de rayon de convergence R, on a aussi :

— si pour tout z € C tel que |z| < r, la série Y a,2™ converge, alors R = r,
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— si pour tout z € C tel que |z| > r, la série Y] a,z" diverge, alors R < 7.

J . o\ n
Exemple. Le rayon de convergence de la série entiere )] 2y est R = +o0.
e - pa n 7,
Démonstration. Pour tout z € C, la série )] %7 converge, donc R > |z|. Par conséquent, R = +c0. O

Reégle de d’Alembert

Soit >’ ay,z™ une série entiere telle que

Alors le rayon de convergence de Y a, 2™ est % eR,.

Démonstration. Nous allons utiliser le critere de d’Alembert pour les séries numériques.

‘anJrlzn-HI — lan+1]

|a”z"\ |a”|

— Si ¢ =0, alors pour tout z € C,
Finalement, R = +o0.

~ Si£€e]0,+oof alors R =1 :

2| - 0, donc Y a,z™ converge absolument, donc R > |z|.
n—-+0

o pour tout z € C tel que |z| < 4, on a |a‘27+|1|‘2| —> l|z| <1, donc Y a,z" converge, et R > %,
‘ n n—>+o0 ‘
o pour tout z € C tel que |z| > 4, on a L‘g*lll |2 —> {|z| > 1, donc Y a,z" diverge, et R < .
n n—+o0

— Si £ = 40, pout tout z € C*, %M 7, T donc Y] a, 2™ diverge. Ainsi, R < |z|. Finalement, R =0. O
n n—+00

Exemple. Pour tout a € R, la série > n®z" a pour rayon de convergence 1.

Démonstration. On a @D _ ("—“)a

[ne] n

e 1, d’ou le résultat par la regle de d’Alembert. O

n—+

. 7’ 7 . 7. LY n 7’
Ceci généralise les calculs de rayon de convergence pour les séries entieres Y, nz" et >} = effectués plus
haut.

'\ On ne cherchera pas a appliquer la régle de d’Alembert pour les séries dites lacunaires, c’est-a-dire les séries
entieres dont une infinité de coefficients a,, s’annulent. Pour cela, on pourra par exemple utiliser la régle de
d’Alembert pour les séries numériques.

Exemple. Déterminons le rayon de convergence de la série entiere (lacunaire) donnée par Y, 22",

Pour tout z € C*, on a

(n+ 1) [T pl n+1\" nin(142)
(n+1)! P E l2” = e !

o — elsP.
n—+00

. . < . n . _1 . . _1
Ainsi, par la régle de d’Alembert, il y a convergence de )] %23” si |z| < e”3, et divergence si |z| > e~ 3.

Ainsi, le rayon de convergence est R = e 3.

3. Comparaison de séries entieres

Théoreme de comparaison
Soient >’ a,z" et Y, b,2" deux séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, et Rp.

— Si |an| < |by| & partir d’un certain rang, alors R, = Rp.
- Sia, = 0O (b,) ousia, =o(b,), alors R, = Ry.
- Si a, ~ by, alors R, = Ry.

Démonstration.

— On suppose que |a,| < |b,| & partir d’un certain rang N. Si |z| < Ry, alors ) |b,2"| converge, et comme
|an 2™ < |bpz™| pour tout n = N, on déduit par comparaison que la série Y. a,z"™ converge. Ceci assure que
R, > Ry.
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— Si a, = O(by,), alors il existe M > 0 tel que |a,| < M|b,| pour tout n € N, et on peut conclure comme dans le
cas précédent. Le résultat est vrai en particulier si a,, = o (by,).
— Si an ~ by, alors a,, = O (b,) et b, = O (a,), donc les deux points ci-dessus concluent. O

Remarque. En particulier, pour déterminer le rayon de convergence de Y a,z"™, on pourra commencer si besoin par
remplacer a,, par un équivalent simple, sans changer le rayon de convergence.

Rayon de convergence de > a,z" et > na,z"

Pour toute suite (a,) € KV, les séries entieres > a,2" et Y. na,z" ont méme rayon de convergence.

Démonstration. On note R (resp. R') le rayon de convergence de >, a,z" (resp. de Y na,z").

-~ Comme a, = o(na,),ona R > R
— Soit z € K tel que |z| < R, montrons que > na,z"™ converge. On considére un réel r tel que |z| < r < R, on a

alors pour tout n € N, 12\"
|na,z"| = nlay|r" (Z) .
r

n n
Par croissance comparée, on a n(@) — 0 car @ < 1, donc na,z" = n(@) apr™ = o (a,rm™).
n—+ao0

Par comparaison, la série > na, z™ converge donc absolument. Ceci entraine que O

4. Séries entiéres et opérations

Somme de séries entiéres
Soient > a, 2" et Y. b,2™ des séries entieres, de rayons de convergence respectifs R, et Rp.

— La série entiére Y, (a, + b,)z" est de rayon de convergence R qui vérifie R > min(R,, Rp).
— Si de plus R, = Ry, alors R = min(R,, Rp).

Démonstration.

— Soit z € C tel que |z| < min(R,, Rp). Comme |z] < R, et |z] < Ry, les séries Y a,z™ et >, b,2z" convergent
absolument. Par conséquent, leur somme Y’ (a,, +b,)z" converge absolument. On en déduit que R > min(R,, Rp).
— Si R, = Ry, supposons par exemple R, < Ryp. Alors, si |z| €|Rq4, Rp[, on a Y, a,z™ diverge et Y, b,2" converge.
On sait alors que leur somme est divergente. O

Produit de séries entiéeres, produit de Cauchy

Soient ) a,z™ et > b,z" des séries entiéres, de rayons de convergence respectifs R, et Ry. Le produit de Cauchy
des deux séries est la série entiere

n
chz", ou VneN, ¢, = Z arbp_r.
k=0

Le rayon de convergence R de la série entiére Y c,z™ vérifie R > min(R,, Rp), et pour tout z € C tel que

|z| < min(R,, Rpy), o o o
Z 2" = <Z anz”> (Z bnz”> .
n=0

n=0 n=0

Démonstration. Pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Rp), les séries > anz™ et Y, b, 2™ sont absolument convergentes,
donc leur produit de Cauchy est absolument convergent, et par produit de Cauchy,

+o0 + +0 n +o n
Z anz" 2 bz = 2 Z apz"b,_p2" "k = Z apbn_p2".
n=0 n=0 n=0k=0 n=0 k=0

On en déduit en particulier que R = min(R,, Ryp). O
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!\ Le rayon de convergence de la série produit peut étre strictement supérieur & min(R,, Rp).

Exemple. La série entiére > z™ est de rayon de convergence 1 et pour tout |z| < 1, par produit de Cauchy

(iozn>2 = io (i 1> 2= ;i(nJrl)z”.

n=0 n=0 \k=0

Il Régularité de la somme d’une série entiere
1. Continuité de la somme d’une série entiére de la variable complexe

Convergence normale locale dans le disque ouvert de convergence

Si Y anz™ est une série entiére de rayon de convergence R, alors Y a,z" converge normalement sur tout disque
fermé B(0,7), ou r < R.

Démonstration. Si n € N, on a _
Vze B(0,7), l|anz"| < lan|r™.

Comme r < R, la série Y a,r™ converge absolument, ce qui assure la convergence normale de Y. a, 2" sur B(0,7). O

'\ Il n’y a pas nécessairement convergence normale sur le disque ouvert de convergence B(0, R). Par exemple :
n . n
2. %~ ne converge pas normalement sur D = B(0,1) : si f,, : 2 — Z-, alors X || fu] o, p = > i=+ow.

En revanche, si Y. a, R" est absolument convergente, alors il y a convergence normale sur B(0, R).

Continuité de la somme d’une série entiéere sur le disque ouvert de convergence
+00
Si > an,z™ est une série entiére de rayon de convergence R > 0, alors sa somme f : 2z — >, est continue sur le

disque ouvert de convergence. =0

Démonstration. Soient z € B(0, R) et r tel que |z| < 7 < R. On sait qu’il y a convergence normale, et donc uniforme,
de la série entiere sur B(0,r). Comme par ailleurs les fonctions z — a,2" sont continues, il y a continuité de la limite
uniforme de la série de fonctions, c’est-a-dire de somme de la série entiere sur B(0,r), et donc en z. O

Remarque. Comme on I’a vu ci-dessus, si > a, R™ est absolument convergente, alors il y a convergence normale sur
le disque fermé B(0, R), et la somme est donc continue sur B(0, R).

2. Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Dans cette partie, K = R : les séries entieres considérées ont leurs coefficients réels, et seront étudiées dans R.

Le théoreme ci-dessous assure que, dans le cas réel, la somme d’une série entiere est continue sur son domaine de
définition.

Théoréme d’Abel radial, admis
Soit Y} anx™ une série entiere réelle de rayon de convergence R € R, telle que ) a, R"™ converge. Alors
Zanx” — anR".

z—>R~

Démonstration. La preuve est hors programme, et repose sur une transformation d’Abel pour montrer que si Y, a, R"
converge, alors on a convergence uniforme de la série entiére sur tout le segment [0, R]. O

Remarques.

— Notons que lorsque ) a, R™ converge absolument, le théoréme d’Abel radial n’est pas nécessaire pour conclure :
on a vu dans le paragraphe précédent qu’on a alors convergence normale sur [—R, R].
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— En appliquant le théoreme d’Abel radial a la série entiere > (—1)"a,x™, on obtient le méme résultat en —R : si
> an(—R)™ converge, alors
Zanz" — an(—R)".
x

——R+

Ceci entraine le résultat de régularité suivant.

Continuité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

La somme d’une série entiére réelle Y| a,a™ est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. Si ) a,x™ est de rayon de convergence R > 0, le domaine de définition de sa somme f est un intervalle
d’extrémités —R et R. Le théoreme d’Abel radial énoncé ci-dessus entraine que si f est définie en R, elle est continue
en R. La remarque ci-dessus donne le méme résultat en —R. O

Dérivation de la somme d’une série entiere réelle

Soit >’ a,z™ une série entiére réelle de rayon de convergence R > 0 et de somme f. La fonction f est de classe
€1 sur | — R,R[, et

Vze]— R, R[, f'( Znanx

Remarque. Comme on I’a vu plus haut, les séries entiéres >, a,z™ et >, na,z™ ont méme rayon de convergence. Par
conséquent les séries entieres > a,x™ et Y. na,x" ! ont également méme rayon de convergence.

Démonstration. On note qu’il suffit de montrer le résultat sur tout intervalle [—r, 7], o 7 < R. Si r < R, on applique
le théoréme de dérivation terme & terme & la série de fonctions »’ f,,, ol f,, : ¢ — a,z™ pour tout n € N. Les fonctions
fn sont €1 sur [—r, 7], et
— la série de fonctions )] f,, converge simplement sur [—r, 7],
— la série de fonctions Y f, = > na,z" ! converge uniformément sur [—r,r].
+o0
Ainsi, f est de classe € sur [—r, 7], et pour tout = € [—r,7], f'(z) = . na,z" L. O
n=1

On obtient alors par récurrence immédiate le résultat de régularité suivant.

Régularité de la somme d’une série entiére réelle

Si Yl an,a™ est une série entiere réelle de rayon de convergence R > 0, alors sa somme f est de classe €* sur
] — R, R|[, et pour tout k € N,

+00 +00 |
Vee] - R,R[, f®(x Z (n—1)...(n—k+1a,z" " = Zﬁanxn_k.

Par ailleurs, Y. n(n—1)...(n —k+ 1)a,z"* = Y(n+1)...(n + k) anir 2" est de rayon de convergence R.

n=k

Remarque. On retiendra qu’on peut dériver indéfiniment la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0,
et la dérivation se fait terme a terme. Les séries entieres dérivées sont également de rayon de convergence R.

Exemples.

n . 1 PR s
— Comme ) 2™ a pour rayon de convergence 1, et pour somme f : 2 — =, on en déduit en dérivant que pour

tout z €] — 1,1,

£ = o an

— Plus généralement, en dérivant k fois f, on obtient :

—1,1], ——~ = " ank n
Vo e| —1,1], (=2 nék = x nio
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1 G (n+k\ L
On en déduit 'identité binomiale : pour tout x €] — 1, 1], 1= )kt = E ™.
-z
n=0

Expression des coefficients d’une série entiére

Soit Y} a,az™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f. Alors

) (o
VneN, a, = o )
n!
Démonstration. D’apreés la formule de dérivation ci-dessus, on a f(™(0) = n!a,, ce qui conclut. O

Remarque. Si la fonction f est paire, alors f(2%) est paire et f(2*1) est impaire pour tout k € N. Ainsi?, on obtient

que pour tout ke N, f(++1) — 0. De méme, si f est impaire, alors pour tout k € N, f(2¥) = 0.

Par conséquent, si f est développable en série entiére, de série entiére associée > a, 2™, alors par le corollaire ci-dessus :

Si f est paire, alors Vn € N, ag,+1 =0, et si f est impaire, alors Vn € N, ag, = 0.

Nous voyons ci-dessous que, de méme que pour la dérivation, on peut intégrer terme & terme une série entiere sur son
disque ouvert de convergence.

Intégration de la somme d’une série entiére réelle
Soient Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme. Si F' est une primitive de f, alors

xn+1

+o0
Vze] — R, R[, F(z) = F(0)+ ), an-—7
n=0

3,/_n+1
n+1
Si on note G sa somme, on sait qu'on peut dériver G terme a terme sur | — R, R[, et

Démonstration. On sait déja que Y, a, a méme rayon de convergence R que Y, a,z™ par dérivation.

+
Vrxe]— R, R[], G'(z)= Z apx™ = f(x).
n=0
Ainsi, G est une primitive de f sur | — R, R[, et, comme G(0) =0,ona F = G + F(0) sur | — R, R|. O

Il Fonctions développables en série entiere

1. Généralités

Définition - Fonction développable en série entiére

Soit > 0. On dit qu’'une fonction f est développable en série entiére sur B(0,r) s’il existe une série entiére
> a,z™ de rayon de convergence R > r telle que

Vze B(0,r), f(z)= i anz™.
n=0

On dit que f est développable en série entieére au voisinage de 0 s’il existe » > 0 tel que f est développable en
série entiére sur B(0,r).

Exemples.

— La fonction exp est développable en série entiere sur C : on sait que

+0 _p
VzeC, e* = Z—
n!

n=0

1. Une fonction paire dérivable a une dérivée nulle en 0.
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On rappelle que ce résultat est obtenu par exemple a 1'aide de 'inégalité de Taylor-Lagrange.

Inégalité de Taylor-Lagrange. Si f € €"*1(I,C) ot I est un intervalle de R, a,z € I et ’il existe
M e R tel que |f"+1(¢)| < M pour tout t € [a,z], alors

N e(k) (g
|f<x>—;0f @ (o)t

|$ _ a|n+1
(n+1)!

Size Cet f:t— e alors f est €° et pour tout t € R, on a f¥)(t) = z¥e!*. Ainsi, pour tout

te[0,1], on a [fFD()] = |z|7Flet* < |z Hlel®l < |z lel?l. Linégalité de Taylor-Lagrange donne
alors n ok . 1
P z ™ (0) o 12"
S N I I 76 A D N g o B
¢ ,;O k! ’f( ) ,;0 ! (n+ 1)l notoo
— La fonction z — i est développable en série entiére sur B(0,1) :

1 +00

Vz € B(0,1), 1 = Z z".
—z

n=0

Développement en série entiére et série de Taylor

Si f est une fonction réelle développable en série entiére sur | — r,r[, alors f est de classe €% et égale a son
développement de Taylor en 0 sur | —r,r| :

Vee|—rr[, f(z)= Z ! n!(O) a2,

3
o

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence immédiate du corollaire ci-dessus. O

! — La réciproque est fausse! Il existe des fonctions f de classe €® qui ne sont égales & leur développement de
Taylor sur aucun intervalle | — r, r[. Dans ce cas f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.

— 11 se peut également que f soit développable en série entiere au voisinage de 0, ait une série de Taylor de
rayon de convergence R > 0 sans que f soit développable en série entiére sur | — R, R[ tout entier.

1,
e =2 sizx=0

Exercice 1. On consideére la fonction
U { 0 siz=0

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel que pour tout 2 € R*, f(")(z) = P, (l) =
2. En déduire que la fonction f est de classe € sur R, et f(™) (0) pour tout n € N.

3. Conclure que la série de Taylor de f a un rayon de convergence infini, mais f n’est pas développable en série
entiere au voisinage de 0.

Unicité du développement en série entiére

Sir>0et > a,x™ et Y, by,z™ sont deux séries entiéres dont les sommes coincident sur | — r, r[, alors pour tout
neN, a, = b,.

Remarque. D’apres les opérations sur les séries entieéres, on a : si f,g sont deux fonctions développables en série
entieére au voisinage de 0, de séries entiéres respectives Y. a, 2" et > b, 2", alors :

o Af + pg est développable en série entiere au voisinage de 0, de série entiere Y (Aa, + ub,)z",
o fg est développable en série entiere au voisinage de 0, de série entiere le produit de Cauchy de > a,2" et > b,2™.
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2. Développements en série entiére usuels
Cosinus, sinus
Les fonctions cos et sin sont développables en série entiere sur R, et pour tout z € R,
+90 p2n +90 p2ntl
cosx = -1 et sinz = 1)t
Z( ) (2n)! Z( ) (2n + 1)!
n=0 n=0
Démonstration. On utilise le développement en série entiere de exp sur C : pour tout =z € R,
1 iz —ixz 1 o (1x)n = (—l.’E 1 & & k 2k
cosxfi(e +e )—5 2 n!+2 —5214- Z
n=0 n=0 n=0 k=0
ce qui conclut car i%* = (—1)*. De méme pour sin. O

Cosinus, sinus hyperbooliques
Les fonctions ch et sh sont développables en série entiére sur R, et pour tout = € R,

+00  on +% p2ntl

T
chzx = Z —— et shx= E —_—
= (2n)! = (2n + 1)!

Démonstration. La démarche est la méme que dans le résultat précédent : on utilise le développement en série entiere

de exp, que I'on injecte dans les relations chz = 1 (e® + e™®) et shz = 1(e” —e™?).

Arctangente

La fonction arctan est développable en série entiére sur | — 1,1][, et

. = (_l)n 2n+1
Ve e|—1,1], arctanz = Z i’ .
n
n=1

+00 +00

O

Démonstration. On sait que pour tout z €] — 1,1[, on a 7= = X (—2?)" = Y (=1)"2®". Par intégration, on a

n=1 n=1
alors
x2n+1

o8]
Vo €] —1,1[, arctanz = arctan0 + Z (—

n=1

n" .
) 2n +1

La somme étant bien définie pour x = 1, on déduit par Abel radial que I’égalité est valable pour x €] — 1,1].

Logarithme

La fonction x — In(1 + z) est développable en série entiere sur | — 1, 1[, et on a

+0 n
Vze]-1,1], In(l+z) = Z(_mﬂ%.
n=1

Démonstration. Pour tout x €] — 1,1[, on a ﬁ = > (—1)"2™. Ainsi, par intégration de la somme de la série entiére

> 2™, on obtient n=0

+
Vee]—1,1[, In(1+z) = In(1+0) Z

n +1

+
= L s

La somme est bien définie pour x = 1, donc par Abel radial, la continuité en 1 entraine que I’égalité ci-dessus et valable

pour z €] — 1,1].

Remarques.

2y
— On retiendra en particulier que »; “—— =1n2.
n=1
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oo
— On a donc, pour tout z € [—-1,1[, In(1 —z) = — >} .
n=1

(1+x)~
Soit a € R\N. La fonction f : x — (1 4 z)* est développable en série entiére sur | — 1, 1[, et

ala—1)...(a—n+1)

n
n!

Voel - 11, (1+2)* =1+ ).

Démonstration. On commence par remarquer que f est la solution sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle

{ 1+2)y =ay (1)
y(0) =1

C’en est d’ailleurs 'unique solution par le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Or si y est développable en série entiere en
0, de série entiére associée Y, a,a", alors pour tout z dans le disque ouvert de convergence,

+00 s} +00 +00 0
(1+2)y () —ay(x) = (1+x) Z na,z" 'z" — a Z apx" = (n+ apy12"™ + Z na,x" — Z anx”
n=1 n=0 n=1 n=1 n=0

I
18

((n+Dans1 + (n—a)a,) ="

3
Il
=)

Ainsi, si y est solution de (I), on obtient par unicité des coefficients du développement en série entiere

a—n

VneN, (n+1)apy1 + (n—a)a, =0, de. VYneN, api1 = o
n

a(a—l)“(a—n+1)a0 _ a(a—lyuga—n+1)

Par une récurrence directe, on montre alors que pout tout n € N*, on a a,, = = -

car ap = y(0) = 1.
Réciproquement, la série entiere > a,z™, ol les a,, (non nuls) sont définis ci-dessus, est de rayon de convergence 1 par

la régle de d’Alembert, car
a—n

n+1

Ap41
Qnp

—
n—+0o0

Ainsi, le calcul ci-dessus montre que sa somme est solution de (I). Par unicité, la somme de la série entiére coincide
avec f, ce qui conclut. O

Remarque. Dans le cas a € N, le développement en série entiére n’est autre que la formule du binéme. On obtient
une série entiere dont les coefficients sont nuls a partir d’un certain rang, de rayon de convergence + 0.

Lycée Montesquieu 10
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