MP — Mathématiques 2026-27

Chapitre 8

Intégration sur un intervalle quelconque

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

Définition - Fonctions continues par morceaux

On dit qu’une fonction f € Z#(S5,K) est continue par morceaux sur un
segment S s’il existe une subdivision o = {ao, ..., a,} de I telle que pour
tout k € [0,n — 1],

f[ax,ans.[ €St continue et prolongeable par continuité sur [ak, ag+1]- & o O

Si I est un intervalle quelconque, on dit que f € #(I,K) est continue par morceaux sur I si pour tout segment
S < I, la fonction f|g est continue par morceaux sur S.

Dans la suite, on note %;,(I) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur le segment 1.

Exemples.

— La fonction x — |z| est continue par morceaux, car sa restriction & tout segment est continue par morceaux
(avec un nombre fini de morceaux).

— La fonction x — [ﬁJ est continue par morceaux sur |0, 1].

Remarque. Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée : il suffit d’appliquer le théoreme des
bornes atteintes au prolongement continu de f sur chaque intervalle [ag, ag+1]-

| Intégrale sur un intervalle quelconque

1. Intégrale sur un intervalle [a,b] ou |a,b]

Nous nous intéressons ici & U'intégration de fonctions continues par morceaux sur un intervalle du type I = [a, [, ol
be R u {+o0}. L’intégration sur un intervalle du type ]a, b] avec a € R U {—0}, est analogue.

Définition - Intégrale généralisée sur [a, b[

Soit f : [a,b[— K une fonction continue par morceaux. On dit que l'intégrale fa f est convergente si la fonction

x»—»me(t)dt

c o . b
admet une limite dans K en b. Dans ce cas, on note cette limite fa f ou fl; f(t) dt, ou encore L f

Dans le cas ot la limite ci-dessus n’existe pas, on dit que 'intégrale est divergente. Dans ce cas, on peut toujours
e e, b . b ,
écrire l'intégrale fa f, mais fa f ne désigne pas un nombre.

Remarques.

— Lorsque la fonction f n’est pas définie en 'une des bornes a ou b, on dit que f Z f est impropre en cette borne.
Etudier la nature de I'intégrale impropre, c¢’est déterminer si elle converge ou non.
On peut par exemple faire un calcul d’intégrale sur un segment [a, 2], puis un passage & la limite.

— Si f est continue par morceaux sur [a,b], alors en écrivant les intégrales sur des segments, on a :

[ir=11] =

Ainsi, considérer 'intégrale généralisée ou I'intégrale sur le segment [a, b] revient au méme.

1] < 1< Iflob—2) — 0, done [1f — [,
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— Si f est continue sur [a, b[ et F' est une primitive de f sur [a, b[, alors pour tout z € [a, b f f(t)dt = F(x) — F(a),

donc f f est convergente si et seulement si F' admet une limite finie en b.

— Si f € Gm([a,b[,K) et c € [a,b], alors fa f converge si et seulement si fcf converge :
lim [* iste dans K = lim ([° ! iste dans K.
lim fa f existe dans lim (fa f+ fc f) existe dans
Le choix de la borne non impropre n’importe donc pas pour déterminer la nature de I'intégrale.

Exemple. Etude de la nature de l'intégrale f(l) Int dt, qui est impropre en 0. Pour tout x €]0,1], on a

1
f Intdt = [tlnt—t]i = —1l—zlhx+a.

x

Ainsi, fi Intdt - —1, donc l'intégrale est convergente, et ftl) Intdt = —1.
xr—

Dans le cas ou f n’est pas définie en une des bornes réelles a ou b, mais est prolongeable par continuité en ce point,
tout se passe comme lorsqu’on intégre sur un segment. On parle alors d’intégrale faussement impropre.

Intégrale faussement impropre

Soit f € € ([a,b[,K) avec b € R, et prolongeable par continuité en b. On note f le prolongement sur [a, b]. Alors

Lb ft)dt = Jab f(t)dt

Démonstration. Pour tout x € [a,b[, on a f f= f f , OI Nous avons vu que f f —>f f car f est continue par
morceaux sur [a, b]. O

fz f(t) dt converge et

Exemple. L’intégrale fé tIntdt est convergente, car t — tInt est continue sur |0, 1] et a une limite finie en 0.

2. Intégrales de référence

Nous allons voir que pour déterminer la nature d’une intégrale généralisée, il est possible comme dans le cas des séries
de se ramener a des comparaisons avec des intégrales dont on connait la nature. Il sera alors précieux de connaitre le
comportement d’intégrales types.

Intégrales de Riemann

Soient v € R et a,b € R.

+00
i. L’intégrale J o dt converge si et seulement si o > 1.
1

1
7. L’intégrale f 5 dt converge si et seulement si o < 1.
0

b b

1
711. Les intégrales J ———dt et J ———dt convergent si et seulement si o < 1.
(t—a)* o (t—0)*

a

Démonstration. La fonction t — — est continue sur [1,+oo[. Si @ =1, on a

tT

1 1 ‘ 1 1 L sia>1,
—dt = |- — _ - a—1 .
1t (a—1te"t],  a—-1 (a—1)zolaoto | +0 sia<l

Par ailleurs, | T 1dt = [Int]{ =Inz 7, T donc l'intégrale [ foo est convergente si et seulement si a > 1.

Les autres cas sont analogues, et laissés en exercice. O

Exemples.

1 +00
1
1. Les intégralesf — dt, J — dt et f dt sont convergentes.
0 Vit 1 Vit
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+o 1 14 2
2. Les intégrales — dt, J —dt et f ——— dt sont divergentes.
S VA N L (E—1)2 i

Intégrale exponentielle

+00
Soit A € R. L’intégrale f e M dt converge si et seulement si A > 0.
0

Démonstration. La fonction ¢ — e est continue sur [0, +o0].

— On a fg 1dt =x — 40, donc l'intégrale diverge lorsque A\ =

£—+00

’ A R siA>0,
— Si A =0, alors J e Mt = [_e ] - e
0 -L_’+GO

o ) siA<0

Par conséquent, 'intégrale converge si et seulement si A > 0. O

Intégrale du logarithme

1

L’intégrale J Intdt converge.
0

Démonstration. Rencontré plus haut. O

Le cas des intégrales de Bertrand, évoqué dans l’exercice suivant, n’est pas au programme, mais le résultat est a
connaitre, et a savoir redémontrer si besoin.

+00 1

Exercice : Intégrales de Bertrand. Pour o, 3 € R, on note I, g = J dt. Montrer que :

1 te(lnt)B
— si a > 1, alors 'intégrale I, g converge,
— si a = 1, alors I'intégrale I, g converge si et seulement si 5 > 1,

— si a < 1, alors 'intégrale I, g diverge.

3. Intégrale sur un intervalle |a, b|

On suppose ici que a € Ru{—w} et b € Ru {+mw}, et on s’intéresse a l'intégration de fonctions continues par morceaux
sur I =]a,bl.

Définition - Intégrale généralisée sur Ja, b[
Soit f € Gm(]a,b[,K). On dit que I'intégrale fz f est convergente s'il existe ¢ €]a, b[ tel que les intégrales fz fet

b . b
f ./ convergent, on dit que fa f est convergente en a et en b. On pose alors

ff=£&+ff

Remarques.

. (b N . b
- Si fa f est convergente, alors on a méme : pour tout ¢ €a, b[, les intégrales fz f et f . J convergent.

. - o c b
— Pour montrer la convergence, il suffit de vérifier qu’il existe ¢, d €]a, b[ tels que f : f et f d f convergent.
— Pour montrer la divergence, il suffit de prouver la divergence en 1'une des bornes.

'\ I ne suffit pas de montrer que lim fx f(t) dt existe et est finie pour montrer que froo f converge.

Ezxemple. On a fz tdt = 0 pour tout xz € R, mais fo tdt diverge, donc f tdt diverge.
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4. Propriétés

Nous allons voir que, sous réserve de convergence, les propriétés des intégrales sur un segment se généralisent au cas
des intégrales sur un intervalle quelconque.

Nous énongons les résultats pour des fonctions continues par morceaux sur I = [a, b[, mais ils sont tout autant valables
pour le cas I =]a,b] ou I =]a,b[.

Linéarité de I'intégrale
Soient f,g € €m([a,b[,K) et A, u e K.

- Si IZ /et fl; g convergent, alors fZ()\f + pg) converge, et fZ()\f + pg) = )\fz f+ ,ufZ I
- Si ﬂ; f converge et fZ g diverge, alors fz( f + g) diverge.

Démonstration. Le résultat découle directement de la linéarité de 'intégrale sur un segment et des résultats sur les
limites, par convergence des intégrales. O

. b b . ;. b
Remarque. !\ Si fa f et fa g divergent, on ne peut rien conclure en général sur la nature de fa(f +9).

Positivité et croissance
Soient f, g € €m([a,b[,R) telles que fz fet fz g convergent.
— Positivité. Si f est positive sur [a, b[, alors fb f(t)dt = 0.

— Croissance. Si f < g sur [a,b[, alors fZ ft)de f g(t)dt

. " . - . . b
— Stricte positivité. Si f est continue, positive sur [a,b[ et non identiquement nulle, alors f >0

Démonstration. Comme ci-dessus, les résultats se déduisent de leurs analogues pour les intégrales sur un segment,
combinés avec les propriétés de passage a la limite. O

Remarque. /!\ La propriété de stricte positivité requiert la continuité. Elle est par ailleurs souvent utilisée sous sa
forme contraposée, qui doit étre tres bien connue :

si f est continue et positive sur [a,b[, d'intégrale convergente nulle, alors f est identiquement nulle.

Si f n’est pas positive, le résultat n’est bien siir par valable non plus.

Relation de Chasles

Soit f € Gw([a,b[,K) telle que f f converge. Alors pour tout ¢ € [a, b,
j f(t)dt converge, et J f@e)dt f f¥)dt +J f@)

Démonstration. Ceci découle directement de la relation de Chasles pour les intégrales sur un segment, et de la
définition de la convergence de 'intégrale généralisée. O

Intégrale fonction d’une de ses bornes

Soit f € €([a,b[,K) telle que fz f converge. La fonction

xHJ f @)

est dérivable sur [a, b[, et pour tout x € [a,b[, G'(z) = — f(x).
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Démonstration. Soient F' une primitive de f sur [a,b] et c € [a, b[. Pour tout z € [a,b[, on a
c b b
G(x) = [ f(t)dt + [ f(t)dt = F(c) — F(x) + [ f(t)dt.
Ainsi, G est dérivable sur [a, b[, de pour tout = € [a,b[, G'(x) = —f(z). O

Remarques.

— De méme, si f € €(]a,b],K) telle que fl; f converge et G : = — fz f(t)dt, alors G est dérivable sur ]a,b], et
Vz €la,b], G'(z) = f(x).

— /% Dans ce résultat la fonction est supposée continue.
Limite non nulle en +o

Si f € Gm([a, +o0[,K) a une limite finie non nulle en +0o, alors I'intégrale f:oo f diverge.

Démonstration. Montrons le résultat dans le cas K = R et f a une limite £ > 0. On sait alors qu’il existe un réel
A > a tel que pour tout = = A, f(x) > %, ainsi

T—+00

T A T A
Jf(t)dt=f f(t)dt+L f(t)dtzf f(t)dt+(:z:fA)§ s 4w

L +00 . o . ,
donc l'intégrale fa f diverge. Le cas £ < 0 est similaire, et dans le cas complexe, on se ramene au cas réel en
remarquant que si f a une limite non nulle, alors PRe f ou Jm f a une limite non nulle en +o0. O

!\ La situation differe de celle des séries! Il convient de bien retenir : IL NE SUFFIT PAS QUE f(t) T 0 POUR
+0 t—+400
AVOIR DIVERGENCE DE fa f

On retiendra ’exemple suivant : si f est une fonction affine par morceaux représentée ci-dessous, alors
son intégrale, somme des aires des triangles, converge, mais la fonction f ne tend pas vers 0 en +0c0.

2

—
4

e 1 |
—
1 2
22

|
3

-1
kel

On a f(t) t_—)/rao 0 : si pour tout n € N, z, = n et y, =n + 3, alors

Ty —> +0 et yn T T mais f(zy) e 0et f(yn) s 2.

. +00 - .
Par ailleurs, fo f converge, comme nous le préciserons plus loin.

Il Intégrabilité des fonctions a valeurs positives

Comme dans le cas des séries, I’étude de la nature de l'intégrale d’une fonction positive se fait trés souvent au moyen
de comparaison avec des intégrales dont on connait la nature, les intégrales de référence ci-dessus par exemple. Les
raisons pour lesquelles ces comparaisons sont valables sont essentiellement les mémes que pour les séries.

Comme précédemment, nous énongons les résultats pour des fonctions définies sur un intervalle de la forme [a, b[ avec
a€R et be R U {+w}, mais ils sont aussi valables pour les autres types.

Convergence de I'intégrale d’une fonction positive

Si f € €([a,b[,R) est une fonction positive, alors

b ]
f f converge < x+— f f(t)dt est bornée sur [a, bl

En cas de convergence, on a : Vz € [a, b, fz f)dt < fz f()de.
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Démonstration. Par positivité de 'intégrale, la fonction x — fz f(t)dt est croissante, donc il s’agit d’une simple
application du théoreme de la limite monotone. O

Remarque. Plus généralement, le théoréme de la limite monotone assure que si f est positive, z — fz f(t)dt admet
toujours une limite, qui vaut +00 en cas de divergence.

Ceci motive la notation suivante, qui fait écho aux familles sommables de termes positifs.

b b
Notation dans R, . Si f € Gu([a,b[,R) est positive et J f diverge, on note J ft)dt = +o0.

Le programme précise que pour une fonction da valeurs dans Ry, un calcul aboutissant a un résultat fini vaut preuve
de convergence. On pourra donc écrire des majorations sans vérifier au préalable que les intégrales sont finies, et plus
généralement mener les calculs dans R .

Exemple. Revenons sur la fonction f dont nous avons donné la courbe page B, et qui est continue, positive sur [0, +oo[.

x [=]+1 ~k+1 leJ+1 piccl 72 +00
Va € [0, +oof, L ft)dt < ;;1 L f(t)dt = L RIS kz:llﬁ =5 donc ) f converge.

Théoreme de comparaison
Soient f, g€ €m([a,b[,R) telles que 0 < f < g sur [a, b|.
- Si fZ g converge, alors fz f converge.

- Si fz f diverge, alors fz g diverge.

Démonstration. On démontre seulement le premier point, I’autre s’obtenant pas contraposée. Par croissance de 'in-
tégrale, on a

Va e [a, ], wa(t) dt < rg(t) dt < Jbg(t) dat,

a a

b o . , o . b
comme fa g converge. Ainsi, x — fz f () dt est croissante et bornée donc a une limite finie en b, et fa f converge. [

Remarque. D’apres ce qui précede, le théoréme est encore valable si 0 < f < g sur un voisinage de b dans [a,b[
seulement. Ainsi, il n’est pas nécessaire que la borne a soit la méme pour la comparaison.
Théoreme de comparaison

Soient f, g € Gm([a,b[,R) positives.
- Sif(t) =

b b
=, 0 (g(t)) et fag converge, alors fa f converge.

— Si f(t) = O (g(t)) et fZg converge, alors fl; f converge.

- Si f(t) o g(t), alors fz fet fZ g ont méme nature.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence du théoreme précédent :
— si f(¢) =0 (g(t)), alors f < g sur un voisinage de b, ce qui permet de conclure,
t—
—si f(t) = O (g(t)), il existe M € R, tel que f < Mg sur un voisinage de b, ce qui permet aussi de conclure.
t—

— si f(t) o g(t), alors on a f(t) ) O (g(t)) et g(t) = O (f(t)), ce qui conclut par le point précédent. O

Remarque. Comme précédemment, il n’est pas nécessaire que la borne a soit la méme dans les deux intégrales.

Exemples.

. T n(t) + 2 In(t) + 2
1. Etudions la nature de l'intégrale f M dt. La fonction t — n(t) +
1

B3 4+1 Bl est continue sur [1, +00[, et
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5 In(t) + 2 t*Int  Int In(t) +2 1
—_—  ~ = — — 0, donc ——— = = .
t34+1 toto 3 t t—to 3 4+1 totoo  \#2

+90 In(t)+2
1 t3+1

+00 , . . ,
Comme fl t% dt converge, on en déduit par comparaison que f dt converge également.

+00
2. Intégrale de Gauss. Montrons que l'intégrale de Gauss J e est convergente.
—a0

2 2 . +0 to 2
On a t?e™" — 0, donc e = o(#%). Par comparaison, comme fl 4L converge, fo e~ dt

t—+o0 totoo
converge.
A _¢2 0 42 e Tes s +00 42
De méme, e = o (t%), et f e~t" dt converge. Ainsi, I'intégrale f e~ ¥ dt est convergente.
t Ioe) —0a0 —0a0

1 .
2 ¢
3. Etudions la nature de l'intégrale J smt\f
0

si
d¢. La fonction ¢ —

sin v/t ﬁ, 1

150 ¢t N

Comme f(l) % dt est une intégrale (de Riemann) convergente, on déduit par comparaison que f(l) %ﬁ dt
converge. Notons que la positivité de la fonction ¢ — % au voisinage de 0 permet d’utiliser le théoreme.

t
est continue sur ]0, 1], et

4. Fonction Gamma d’Euler. Cherchons pour quelles valeurs réelles de z la fonction I' est bien définie, ou
400
'iz— J t*~le 7t dt
0

— EnO:ona 1
tmfleft ~ tmfl —
t—0 tli-=’

1 . . < qs
or fo t%m dt converge si et seulement si x — 1 < 1, c’est-a-dire x > 0.

— En 400 : par croissance comparée, on a

1
2* e — 0, donc t* let=o0of—=
t—tow t2

. +0 s +00 g
donc par comparaison, comme fl t% dt converge, I'intégrale fl t*~le~t dt converge.

Remarques.

— Comme pour les séries, on pensera souvent a comparer une intégrale a une intégrale de Riemann pour prouver
sa convergence ou sa divergence.

— Seule la positivité d'une des deux fonctions f,g suffit : si f(t) ~ g(t), alors f et g sont de méme signe au
voisinage de b. =0

— II suffit plus généralement que f ou g soit de signe constant au voisinage de b pour appliquer le résultat.

Il Fonctions intégrables

Dans toute la suite, I désigne un intervalle quelconque.

Définition - Fonctions intégrables

On dit que f € € (I, K) est intégrable sur I, si Uintégrale f ; |f| est convergente. On dit alors que I'intégrale f o f
est absolument convergente.

On note L!(I,KK) I’ensemble des fonctions intégrables sur I a valeurs dans K, ou parfois plus simplement L (T).

Remarques.

— L’intégrabilité est la notion analogue a celle de famille sommable pour les sommes.

— Si f € Em([a,b[,K), on dit que f est intégrable en b s’il existe ¢ € [a, b tel que V'intégrale fl: |f] converge.

De méme en a. Ainsi, f est intégrable sur I =]a, [ si et seulement si f est intégrable en a et en b.
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Le résultat suivant est analogue a celui rencontré sur les séries.

Convergence absolue et convergence

Soit f € Gm(I,K). Si [ ; f converge absolument, alors i ; f converge.

Démonstration. La preuve est analogue a celle pour les séries.
- SiK=R:ona0< f+]|f] <2|f], donc par comparaison, fI f+1f| converge, ce qui entraine que L f converge :
sinon comme L | f], on aurait divergence de §,(f + |f]).

— SiK = C: comme |Re f| < |f| et |Im f| < |f|, on a convergence absolue de L Re f et L Jm f, donc convergence
par le cas précédent, ce qui conclut. O

'\ Comme pour les séries, la réciproque est fausse! Il existe des fonctions dont I'intégrale converge sur un intervalle
I, mais pas absolument. On parle parfois d’intégrales semi-convergentes.

A ce titre, Pexemple suivant est a connaitre, et a maitriser parfaitement.

Exemple. On note f : z — S22 On a :
xT

£eLR), s |

0 x

TO sinx

dx converge.

La fonction f n’est pas intégrable sur R, :

+o0 +0 p(n+)w | t +00 1 (n+1)7
J at = ZJ LU Zif | sin¢| dt.
0

t (n+1)m Jor
Or |sin| étant m-périodique, on a f:;“)w |sint|dt = fg sintdt = [—cost]; = 2. Ainsi,

sint

t

n=0YnmT n=0

00 | o +o
t 2

[ e S——

o t = (n+1)m

. 1 .
L’intégrale sur R, converge : fo f(t)dt converge car faussement impropre en 0, et pour tout > 1, on a par
intégration par parties :

* sint cost]” * cost cos T * cost
J —dt = |[—— +J —5—dt = cosl— +J ——dt.
1 t t 1 1 t X 1 t2

cosx 1 +% | cost +o 1 TP cost
Or [z < 1 ) 0, et fl |o5t| dt < . dt <400, donc fl 72+ dt converge (absolument).

Ceci justifie que ff SlTnt dt a une limite quand x — +00, donc 'intégrale f Iroo %“t dt converge.

Inégalité triangulaire

Si f e LY(I,K), alors

Ulf‘ < L|f|~

Démonstration. Si I = [a,b[, alors pour tout x € [a, b[, on a par inégalité triangulaire sur un segment,

2 £y de] < [21£@)]de < [0 1£()]dt,

d’on le résultat en passant a limite x — b. O

L’espace L'(I,K)

LY(I,K) est un K-espace vectoriel. Par ailleurs, si on pose pour toute fonction f e L*(I,K)

171 =L\f|,
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alors | - ||, est une norme sur 'espace vectoriel L'(I,K) n %' (I, K).

Démonstration. On voit aisément que L'(I,K) est un sous-espace vectoriel de ¢}, (I,K) : la fonction nulle est inté-
grable, et si f,ge L'(I,K), \,p e K, alors |A\f + ug| < |\ |f| + |p| |g|- Comme, par linéarité,

JrUAFL+ Letlgh) = IN S, L+ Dl ) Lol < +oo,

on obtient par comparaison que Af + ug est intégrable sur I.

Montrons que | -||; est une norme sur L'(I,K) n ¢(I,K). L’homogénéité provient de la linéarité , et l'inégalité
triangulaire a déja été vue. La séparation découle de la stricte positivité : si f est intégrable, continue et f I |f| =0,
alors |f]| est continue, positive et d’intégrale nulle sur I, donc elle est identiquement nulle sur 1.

IV Méthodes de calcul d’intégrales

Le calcul d’une intégrale n’est pas toujours chose aisée, on retiendra les techniques essentielles pour y parvenir :

— le calcul explicite a l’aide d’une primitive de la fonction a intégrer,
— le recours a une intégration par parties,
— le recours a un changement de variable.

Nous détaillons ces deux derniers points dans le cas d’une intégrale généralisée.

1. Changement de variable

Rappelons tout d’abord le changement de variable sur un segment.

Changement de variable sur un segment
Soient I un intervalle de R, et [c, 3] un segment. Si f € €(I,K) et ¢ € €*([c, ], I), alors
©(B)

[ﬁwwwwMu—f £t dt.

@(a)

Démonstration. En notant F' une primitive de f sur I, on remarque par une dérivation composée que F o ¢ est une
primitive de ¢ — f(p(u))¢’(u). Ainsi,

B 8 »(8)
| sewre@an = (O = Fe@) - @) = PO = [ o O

o(a)

Dans le cas d’une intégrale généralisée, le changement de variable ¢ devra étre choisi strictement monotone et de classe
¢ (donc bijectif).

Changement de variable pour une intégrale généralisée

Soient f € €(I,K) et ¢ € €1(J,I) une bijection de J sur I strictement croissante. On note a, b les extrémités de
IetafBcellesde J,aveca <bet a < f.

Alors les intégrales L f(t)dt et fJ fle(t)¢'(t) dt sont de méme nature, et en cas de convergence,

b B
jﬂmu=ffwmwww.

Démonstration. Nous nous contentons de prouver le résultat lorsque I est de la forme I = [a,b[, et donc J = [a, 8].
Pour tout y € [a, b[, si on note z = ¢~1(y), alors on a par le théoréme de changement de variable sur un segment :

[rwar = [ remema

car a = p(a) et y = @(x). Par ailleurs, par passage a la limite, comme y = p(z) — ¢(8) = b, les intégrales sont de
méme nature, et les limites sont égales en cas de convergence. ==h O
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2. Intégration par parties

Notation. Si f e .%#(I,K) ot I est un intervalle de R d’extrémités a,b € R, et si f admet des limites respectives

en a® et en b~, on note b )
[0 = lim £() — lim f0).

t—at

Le théoréme ci-dessous généralise 'intégration par parties sur un segment. Il s’obtient de maniére immédiate par
passage a la limite.
Intégration par parties
Soient I un intervalle d’extrémités a,b € R, avec a < b, et f, g € .Z(I,K). On suppose que

— les fonctions f et g sont de classe €,
— la fonction fg admet une limite dans K en a™ et en ™.

Alors f f@)g' (t) dt et f f'(t)g(t) dt sont de méme nature, et en cas de convergence,

b b
J f)g' () dt = [f(t)g(t)]l;*f f'(t)g(t) dt

Démonstration. Dans le cas ol I = [a, b[, par intégration par parties sur le segment [a, ]

ff f@Wﬁ—mewm

Comme [f(t)g(t)]; a une limite finie lorsque @ — b, les intégrales [ Z f@)g'(t)dt et f f'(®)g(t) dt sont de méme nature,
et en cas de convergence, on a 1’égalité en passant a la limite pour x — b O

Exemple. Pour tout x € R}, I'(x + 1) = zI'(z).

Comme on Pa vu, si > 0, les intégrales définissant I'(z) et I'(x + 1) convergent. Ainsi, par intégration
par parties,

iy +00
D) = [—t"e]] *L 271 (—et) dt — aT(z),

car t*e¢”t — 0
t—+00

V Intégration des relations de comparaison

Les résultats qui suivent sont les exacts analogues des résultats de sommation des relations de comparaison pour les
séries : on compare les restes des intégrales en cas de convergence, et les intégrales partielles en cas de divergence.

On écrit & nouveau les résultats sur intervalle [a, b[, mais ils sont valables sur Ja, b] en adaptant.

Intégration des relations de comparaison, cas convergent

Soient f, g € €m([a,b[,K). On suppose que g est positive et intégrable en b.
. 3 b
— Si f(t) = o(g(t)), alors [ f =0 (fz g).
g T b
- Si f(t) ) O (g(t)), alors fa f it 0 (fm 9)-
q &3 b
- SU() ~ 0(g(0), alors [TF ~ f'g

Démonstration. Montrons le premier résultat, les autres sont des adaptations, comme pour les séries. On fixe € > 0,
et on sait qu’il existe 8 € [a, b[ tel que pout tout ¢t € [3,b], |f(t)| < elg(t)| = eg(t). Ainsi, si z > 3,

< Lb|f(t)|dt < sng(t)dt, donc fo:bo<£]g>. O

b
f(t)dt
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Intégration des relations de comparaison, cas divergent

Soient f, g € m([a,b[,K). On suppose que g est positive et non intégrable en b.
— Si f(¢) el o (g(t)), alors fz f = o (f: g).

X

- Si f(t) = O (g(t)), alors fz f = O (fa g).
— Si f(¢) o(g(t)), alors f‘z f e ng

t—b

Démonstration. De méme, montrons le premier point. On fixe € > 0, et 3 tel que pout tout ¢ € [B,b[, |f(t)| < 5 g(t).

Pour tout x > f3, "

J;f(t)dt' < fﬁ|f(t)dt+fo(t)|dt < jﬂf(t)|dt+;J g(t) dt.

a a B

Or comme ¢ est non intégrable en b et g est positive, on a f; g(t) dt — 400, comme on l’a vu plus haut, par le
théoréme de la limite monotone. wb

1l existe donc B € [3,b[ tel que pour tout x € [5,b], %fZg(t) dt = ff |f(t)| dt. Ainsi, si x € [5,b], alors

ij(t)dt‘ < EJZg(t)dt < gfg(t)dt, et ff;bo(fg>. O

Exemples.

1
1

1. On cherche un équivalent de J e dt lorsque x — 0 .
L Sin

1 . ) o -
On pose f : t — ——. Comme f(t) o % et fo % diverge, la fonction f n’est pas intégrable en 0. Ainsi,

1 1
f FO)dt ~ %

—
z—0 J.

1 dt . 7’ . . .
et fr St = In x par intégration des relations de comparaison.

y
2. Soit > 0. On cherche un équivalent de j t*“le7tdt en 0.
0

Comme t*“te™* ~ t*71 la convergence de 'intégrale entraine par intégration des relations de com-

t—

x

Yy Y y
t*le7tdt ~ Jt””’ldtz <.
X

paraison
L y=0 Jo

T

3. Soit @ > 1. On cherche un équivalent de J In® t dt.
1

On effectue une intégration par parties :

€T

z T
f In*tdt = [tlnat]f—J. aln®ttdt = xlnax_af o1 ¢ dt

Or comme l'intégrale fjoo In®¢dt diverge et In®"*¢ SO (In"t), on a par intégration des relations
—+00

de comparaison,

Jln‘kltdt = 0<j lnatdt>, donc Jlnatdt ~ zlnz.
1 T—400 1 1 z—400

Remarque. De méme que la sommation des relations de comparaison permet de démontrer le lemme de Cesaro, les
relation ci-dessus permettent d’obtenir un résultat analogue : si f € (R4, R) et f(z) — £, ou £ € R, alors

1 T
;L Fdt — 1.

r—+00
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Ona f(t)—¢ = o(l), donc comme la fonction ¢t — 1 n’est pas intégrable en +00, on obtient

L?f(ﬁ—f)dt—o(fj dt), donc mf:f(t)dt—xé—o(ac),

On obtient le résultat en divisant par x.

VI Théoreme de convergence dominée

Dans cette partie, nous nous intéressons au passage a la limite sous une intégrale. Nous avons déja rencontré un résultat
dans le cas d’une intégrale sur un segment s’il y a convergence uniforme. Le théoréme de convergence dominée, énoncé
ci-dessous concerne une intégrale sur un intervalle quelconque, et ne nécessite pas de convergence uniforme.

La convergence simple d’une suite de fonction f, vers une fonction f sur un intervalle I ne suffit pas a conclure que
f ; [n converge vers f o f

Exemple Pour tout n € N*| on définit la fonction affine par morceaux f, :  — max(n(l — nx),0).

-
=

Pour tout n € N*, on a f(lJ fn = %, mais (f,) converge simplement vers la fonction nulle f sur ]0, 1], donc

[of= lm [ fa.

n—+00
Le théoreme de convergence dominée assure que si les fonctions |f,,| sont majorées par une fonction intégrable sur I
indépendante de n, alors on peut passer a la limite sous l'intégrale. On dit qu’il y a domination.

La preuve du théoréme s’inscrit dans le contexte de I'intégration de Lebesgue (qu’on peut voir comme une généralisation
de celle de Riemann), elle est hors programme en MP.

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue
Soit (fn) une suite de fonctions continues par morceaux de I dans K. Si

— la suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux,
— il existe ¢ € L1(I) telle que pour tout n € N*, |f,| <

i)

alors les fonctions f, et f sont intégrables, et L |f = fal - 0. En particulier,
n——+0o0

Lf Mmjf

Exemples.

s

4

1. Déterminons lim tan” (z) dz.
n—+x0 Jq

Si on pose f,, : x — tan™(z) pour tout n € N, (f,,) converge simplement vers f : z — { 0 SLT <
s 1 siz=
sur I = [0, Z]'

Si ¢ la fonction constante égale & 1, on a |f,,| < ¢ pour tout n € N sur I. Comme ¢ est intégrable sur
I, ’hypothéese de domination est assurée, et par le théoréme de convergence dominée,

INERNE]

1
lim tan”(z)dz — f
n—>+w J, n—>-+0

On note qu’il n’y a pas convergence uniforme de (f,,) sur I dans ce cas, donc le théoréme d’interversion limite
intégrale vu dans le chapitre SUITES ET SERIES DE FONCTIONS ne s’applique pas.
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n T n

2. Déterminons lim I, ou I, = J (1 — f) dz pour tout n € N*.
n— -+ 0 n

X

(1—E)n sizr<n

Pour tout n € N*, on pose f,, : @ — (1 — %)n]l[ovn] (x), c’est-a-dire que f,(z) = { 0 sinon

— Pourtout z € Ry, sin > x,ona f,(z) = (1 — %)n —enin(1-%) e~ ”, il y a donc convergence
simple de (f,) vers f:xz — e %, nore
— Par concavité de la fonction In, on a pour tout n € N*, pour tout x € [0, n[, In (1 — %) < —, donc

pour tout n € N* .
VeeRy, [fo(z) <e™™.
Comme = — e~ " est intégrable sur R, le théoréme de convergence dominée entraine que
+o0 400

I, = 0 fn(l') dz n:;@ . e dxr = 1.
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